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Ïðåäèñëîâèå —Ïðåäèñëîâèå —Ïðåäèñëîâèå —Ïðåäèñëîâèå —Ïðåäèñëîâèå —
öåëü íàñòîÿùåé êíèãèöåëü íàñòîÿùåé êíèãèöåëü íàñòîÿùåé êíèãèöåëü íàñòîÿùåé êíèãèöåëü íàñòîÿùåé êíèãè

Äîðîãîé ÷èòàòåëü,
ïðåäëàãàåìàÿ “Ãåîìåòðèÿ” äëÿ 7—8-ãî êëàññîâ è óæå âû-

øåäøàÿ â ñâåò “Àëãåáðà” ñîñòàâëÿþò îäíî öåëîå. Îáùèå çà-
ìå÷àíèÿ î öåëÿõ è çàäà÷àõ, èçëîæåííûå â “Àëãåáðå” íà ñòð.
7—9, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà íàñòîÿùóþ êíèãó; ïîýòîìó ïî-
âòîðèì èõ åùå ðàç.

Êíèãà íàïèñàíà â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ó÷èòåëåé 7–8-ãî
êëàññîâ, íî íå òîëüêî äëÿ íèõ. Îíà îáðàùåíà è ê ó÷èòåëÿì
ñòàðøåé ñòóïåíè. Åå ìîãóò ïðî÷åñòü ðîäèòåëè è øêîëüíè-
êè. Àâòîð ïðåïîäàâàë ìàòåìàòèêó 25 ëåò â ñòàðøèõ êëàñ-
ñàõ âàëüäîðôñêîé øêîëû â Áàçåëå è îäíàæäû ðàáîòàë â
êà÷åñòâå êëàññíîãî ó÷èòåëÿ 8-ãî êëàññà. Åìó çíàêîìû ïðî-
áëåìû ïåðåõîäà èç ñðåäíåé â ñòàðøóþ ñòóïåíü è òîò ôàêò,
÷òî êëàññíûå ó÷èòåëÿ â ýòîò ïåðèîä ñòîÿò ïåðåä î÷åíü
ñëîæíûìè çàäà÷àìè, ðàçóìååòñÿ, íå òîëüêî â ìàòåìàòèêå, —
íî, ìîæåò áûòü, çäåñü ýòè çàäà÷è îñîáåííî âåëèêè.

Ïîýòîìó ÿ ìíîãî êîíñóëüòèðóþ ó÷èòåëåé ñðåäíåé øêîëû. Ñ
âåñíû 1986 ãîäà ÿ ñèñòåìàòè÷åñêè ïðîðàáàòûâàë ñ ó÷èòåëÿ-
ìè âàëüäîðôñêîé øêîëû Áàçåëÿ ìàòåðèàë ìàòåìàòèêè. Ìû
ñìîãëè äîãîâîðèòüñÿ îá óðîêå â íåäåëþ è âíåñòè åãî â ðàñïè-
ñàíèå çàèíòåðåñîâàííûõ ó÷èòåëåé òàê, ÷òîáû êîíñóëüòàöèè
ñòàëè ðåãóëÿðíûìè. Áûëî áû õîðîøî ââåñòè òàêèå ÷àñû âî
âñåõ øêîëàõ, ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî êëàññíûõ ó÷èòåëåé
÷óâñòâóþò ñâîþ íåñîñòîÿòåëüíîñòü, îêàçàâøèñü îäèí íà îäèí
ïåðåä ìàòåìàòèêîé.

Íî åñòü âåäü è ìîëîäûå øêîëû, ãäå ó÷èòåëÿ ñòàðøèõ
êëàññîâ ñàìè îáëàäàþò åùå î÷åíü ñêðîìíûì îïûòîì. Ïî-
ýòîìó-òî ÿ è ðåøèë íàïèñàòü äàííóþ êíèãó. ß ïåðåäàþ åå
äëÿ êîëëåãèàëüíîé ðàáîòû êëàññíûõ ó÷èòåëåé è ïðåäìåò-
íèêîâ.
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ß ïîïûòàëñÿ èçëîæèòü ìàòåðèàë ìàêñèìàëüíî ïîíÿòíûì
îáðàçîì è íå ñêóïèëñÿ íà èñ÷åðïûâàþùèå ïðèìåðû. È òåì
íå ìåíåå âñòðå÷àþòñÿ ãëàâû, ñ êîòîðûìè êëàññíîìó
ó÷èòåëþ ëó÷øå ðàçîáðàòüñÿ â äèàëîãå ñî ñïåöèàëèñòîì.
Ñîâìåñòíî ìîæíî îáñóäèòü òàêæå ôîðìóëèðîâêè âîïðîñîâ
è ïîñòàíîâêó çàäà÷, íå ðàññìîòðåííûå â êíèãå.

Âîîáùå, ðàáîòà ñ äàííîé êíèãîé ïðåäïîëàãàåò ïîñòåïåí-
íîñòü. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ íå ñòîëüêî îñíîâíîé, íåîòúåì-
ëåìûé ìàòåðèàë 7–8-ãî êëàññîâ, ñêîëüêî òà îáùàÿ ïåðñïåê-
òèâà, îäíèì èç ýëåìåíòîâ êîòîðîé ýòîò ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ.
Ýòà ïåðñïåêòèâà ïîñòîÿííî ïðîñòóïàåò ñêâîçü ãëàâû è ïàðà-
ãðàôû. Íè÷òî òàê íå ïðîòèâîðå÷èò äóõó âàëüäîðôñêîé
ïåäàãîãèêè, êàê ôèêñàöèÿ îáÿçàòåëüíîé ïðîãðàììû: êîãäà
ãîâîðèòñÿ, êàêèå çàäà÷è è êàê äîëæíû áûòü ðåøåíû. Êîíå÷-
íî, íåîáõîäèìî ñòðåìèòüñÿ ê îâëàäåíèþ íåêèì îñíîâíûì ìà-
òåðèàëîì; íî ïîìèìî ýòîãî äëÿ êàæäîãî ó÷åíèêà (è ó÷èòåëÿ)
äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî âîçìîæíîñòåé ðàçâèâàòüñÿ òàê, êàê
ýòî ïîçâîëÿþò åãî ñïîñîáíîñòè è ïîòðåáíîñòè. Êëàññíûé
ó÷èòåëü ìîæåò óãëóáèòüñÿ â êíèãó è ïðîéòè òàêèì îáðàçîì îï-
ðåäåëåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ øêîëó, êîòîðàÿ äàñò åìó âîç-
ìîæíîñòü òàê èçëàãàòü â êëàññå ìàòåðèàë, ÷òîáû îí âäîõíîâ-
ëÿë ó÷åíèêîâ. Ýòî â èñòèííîì ñìûñëå óêðåïèò åãî àâòîðèòåò
— ó÷åíèêè çàìåòÿò, ÷òî îí íå òîëüêî âëàäååò òåì, ÷òî êàê ðàç
ñåé÷àñ ðàññêàçûâàåò, íî è ãîâîðèò òî èëè èíîå ïî ñâîèì,
ãëóáîêèì ïðè÷èíàì. Åñòåñòâåííî, ýòà öåëü íå ìîæåò áûòü äî-
ñòèãíóòà âäðóã. Òðåáóåòñÿ ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà êëàññíîãî ó÷è-
òåëÿ è ñïåöèàëèñòà. Åñëè òàêîâàÿ ïðîèñõîäèò, òî è
ñïåöèàëèñò, â ñâîþ î÷åðåäü, çíàåò, íàñêîëüêî ïðîäâèíóëñÿ
êëàññíûé ó÷èòåëü è êàê ñëåäóåò ïðîäîëæàòü íà÷àòîå. Îáà, è
êëàññíûé ó÷èòåëü, è ïðåäìåòíèê, íàéäóò â êíèãå ïóòåâîäíóþ
íèòü, âåäóùóþ èç ñðåäíåé â ñòàðøóþ øêîëó. Ñðåäíÿÿ øêîëà
äîëæíà îïèðàòüñÿ íå òîëüêî íà ìëàäøèå, íî è íà ñòàðøèå
êëàññû.

Ìàòåðèàë íèêîãäà íå äîëæåí äàâàòüñÿ â îêîí÷àòåëüíîé
ôîðìå, èçëîæåíèå äîëæíî ðàñòè è èçìåíÿòüñÿ îò ãîäà ê ãîäó —
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êàê ðàñòóò è èçìåíÿþòñÿ ó÷åíèêè. Òàêîâî áûëî ãëóáî÷àéøåå
æåëàíèå Ðóäîëüôà Øòåéíåðà.

Ïîýòîìó â êíèãå ìîæíî âñòðåòèòü ãëàâû, ñòðóêòóðà êîòî-
ðûõ íàïîìèíàåò ïî ñòèëþ ðàáîòó â ñòàðøèõ êëàññàõ,— íî
òîëüêî íàïîìèíàåò. Ïîíÿòèÿ åùå íå äîâåäåíû äî ïðåäåëü-
íîé ÷åòêîñòè, îíè ïîêà òîëüêî ïîäãîòîâëåíû è äîñòóïíû
ïåðåæèâàíèþ. Ó÷åáíûé ïëàí Ðóäîëüôà Øòåéíåðà — ýòî
ïðîèçâåäåíèå èñêóññòâà, âîçíèêøåå èç ãëóáîêîãî ïðîçðåíèÿ
â ðàçâèòèå ðåáåíêà è ïîäðîñòêà. È åñëè îí ïðåäëàãàë ðàñ-
ñìàòðèâàòü â îïðåäåëåííîì âîçðàñòå îïðåäåëåííûé ìàòå-
ðèàë, çíà÷èò, ýòîò ìàòåðèàë ñïîñîáåí ïðîáóäèòü â ðåáåíêå
ñèëû, ñòðåìÿùèåñÿ ïðîáóäèòüñÿ â äàííîì âîçðàñòå. Åñëè æå
ìû â íóæíûé ìîìåíò íå÷òî óïóñòèì, òî âîçíèêíåò íå ïðîñòî
ãëóáîêèé ïðîáåë â çíàíèÿõ ó÷åíèêà — ó÷åíèê íå ñìîæåò
îñóùåñòâèòü íåîáõîäèìûå øàãè â ñâîåì ðàçâèòèè. Óïóùåí-
íîå íåâîñïîëíèìî, èáî ìåíÿåòñÿ äóøåâíàÿ êîíôèãóðàöèÿ
ðåáåíêà.

Ïî ïîâîäó “Ãåîìåòðèè” ñòîèò îñîáî äîáàâèòü ñëåäóþùåå.
Ñåðäöåâèíó åå ñîñòàâëÿåò òåîðåìà Ïèôàãîðà. È ñåãîäíÿ
îíà äàåò öåííåéøèé ìàòåðèàë äëÿ óïðàæíåíèé, ðàçâèâàþùèõ
ñîçåðöàòåëüíîå ìûøëåíèå. Â ïåäàãîãè÷åñêèõ ëåêöèÿõ Ðó-
äîëüô Øòåéíåð ïîñòîÿííî ãîâîðèò îá ýòîé òåîðåìå. Â åãî
íàìåðåíèÿ âõîäèëà îñíîâàòåëüíàÿ, ïðîõîäÿùàÿ êðàñíîé
íèòüþ ÷åðåç íåñêîëüêî øêîëüíûõ ëåò ïðîðàáîòêà òåîðåìû
Ïèôàãîðà. Â ïðîñòåéøåé ôîðìå (äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåó-
ãîëüíèêà) îíà ìîæåò âîçíèêíóòü åùå íà óðîêàõ ðèñîâàíèÿ
ôîðì. Â ñðåäíåé øêîëå îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ è óãëóáëÿåòñÿ
ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ, ïîêà íàêîíåö â 10-ì êëàññå íå
íàõîäèò ñâîåãî çàâåðøåíèÿ â òåîðåìå êîñèíóñîâ (ñì. ãë.16).

Òåîðåìà ìîæåò áûòü îñîáåííî ãëóáîêî ïåðåæèòà ó÷åíèêà-
ìè, åñëè â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàññìîòðåíèÿõ îíè ïðèîáðåëè
îùóùåíèå è ïîíèìàíèå âåëè÷èíû è ôîðìû. Ýòîìó ñëóæàò
ãëàâû 1—6. Â íèõ âîçíèêàþò è ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìû. Îíè
îñîáåííî ðàçâèâàþò ïîäâèæíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ê ðàññìîò-
ðåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðì âàëüäîðôñêèå ó÷åíèêè íàèëó÷-
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øèì îáðàçîì ïîäãîòîâëåíû òàêèì ïðåäìåòîì, êàê ðèñîâàíèå
ôîðì. Íà ãëàâíîì óðîêå âîçìîæíà ïîñòîÿííàÿ
êîíöåíòðèðîâàííàÿ ðàáîòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñêâîçü âñþ
êíèãó ïðîõîäèò ñòðåìëåíèå âîçáóäèòü ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðà-
áîòó ó÷åíèêà. Ó÷åíèêîâ íåîáõîäèìî ïîäâèãíóòü ê ðèñîâàíèþ
è ðàññìîòðåíèþ. Ðàáîòàÿ ñ ÷åðòåæàìè, ñäåëàííûìè
ñîáñòâåííûìè ðóêàìè, îíè ïðîáóæäàþò è êóëüòèâèðóþò â
ñåáå ñîçåðöàòåëüíóþ ñèëó ñóæäåíèÿ.

Èìåííî â ýòîì âîçðàñòå ïðîáóæäàåòñÿ ñèëà ñóæäåíèÿ.
Ðóäîëüô Øòåéíåð ïðèäàâàë áîëüøîå çíà÷åíèå òîìó, ÷òîáû
ýòà ñèëà ñóæäåíèÿ ïîäíèìàëàñü íà êðûëüÿõ ôàíòàçèè (ñì.
14-þ ëåêöèþ öèêëà “Îáùåå ó÷åíèå î ÷åëîâåêå”). Ñðàâíåíèå
ôèãóð ñ ïîìîùüþ ãíîìîíà è èõ ïðåîáðàçîâàíèå ñìåùåíèåì
(ãë. 2–4) âíîñÿò ïåðâûé âêëàä â òàêîå ðàçâèòèå. Â óïîìÿíó-
òîé 14-é ëåêöèè Îáùåãî ó÷åíèÿ î ÷åëîâåêå Ðóäîëüô Øòåé-
íåð ñàì äàë ïðèìåð òàêîé “ôàíòàçèéíîé” ôîðìóëèðîâêè. Îí
ãîâîðèë î òîì, êàê ìîæíî ïîêðûòü êâàäðàò ãèïîòåíóçû è
êâàäðàòû êàòåòîâ ñëîåì ïûëè. Åå äëÿ îáåèõ ïîâåðõíîñòåé
ïîòðåáóåòñÿ ðàâíîå êîëè÷åñòâî. Òàêîé îïûò âîçìîæåí òîëü-
êî â âîîáðàæåíèè. Íî ÿñíî, ÷òî èìåë â âèäó Ðóäîëüô Øòåé-
íåð: ó÷åíèêè äîëæíû ãëóáîêî ïåðåæèòü êà÷åñòâî ôèãóð è
ðàâåíñòâî ïëîùàäåé. Åñëè çèìîé ïîäóòü íà õîëîäíîå ñòåê-
ëî, òî âîçíèêàþùèé íàëåò äàåò ñèëüíîå ïåðåæèâàíèå ïîâåð-
õíîñòè. Íî òàêàÿ îáðàçíàÿ ôîðìóëèðîâêà èìååò, åñòåñòâåí-
íî, ñìûñë òîëüêî òîãäà, êîãäà âåñü õîä ðàññóæäåíèé óæå
îñâåùåí ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòîðîíû. Òîãäà òàêîé îáðàç êàê
áû ïîäûòîæèò ìûñëåííîå ðàññìîòðåíèå.

Âàæíîé ñòîðîíîé ïðåïîäàâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óïðàæíåíèå. Ñ
òåîðåìîé Ïèôàãîðà ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî ñâÿçàíî èçâëå-
÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Ïîýòîìó ÿ î÷åíü ïîäðîáíî — íåêî-
òîðûå ñêàæóò, ÷òî, ñëèøêîì ïîäðîáíî — ðàññìîòðåë ýòó îïå-
ðàöèþ. Íî íå ñëåäóåò çàáûâàòü: ñîçíàòåëüíî ïîâòîðåííîå
óïðàæíåíèå óêðåïëÿåò âîëþ. Ó÷åíèê äîëæåí ïðèîáðåñòè
òâåðäûé âû÷èñëèòåëüíûé íàâûê, ïðåæäå ÷åì îí ïåðåéäåò ê
êàëüêóëÿòîðó. ß íå ñîâåòîâàë áû ýòîãî äåëàòü äî 10-ãî êëàñ-
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ñà (äî òðèãîíîìåòðèè). Ðàçóìååòñÿ, â ñòàðøèõ êëàññàõ âñòðå-
÷àþòñÿ çàäà÷è, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëíîñòüþ âûïîëíåíû
òîëüêî ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòîðà. Íî äî òðèãîíîìåòðèè âñå âû-
÷èñëèòåëüíûå çàäàíèÿ âïîëíå ìîæíî îñèëèòü è áåç íåãî, — è
èçâëå÷åíèå êîðíÿ íå äîëæíî â ýòîì ñìûñëå ïðîéòè ìèìî
âàøåãî âíèìàíèÿ. Ýòî ïðåêðàñíàÿ âîçìîæíîñòü êóëüòèâèðî-
âàòü óìåíèå ñàìîñòîÿòåëüíîãî ñ÷åòà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ÿ ïîä-
ðîáíî âûïîëíÿë íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ (äàæå ïèñüìåííîå
óìíîæåíèå), â òîì âèäå, â êàêîì, ÿ ïîëàãàþ, èõ äîëæåí ïðîäå-
ëûâàòü ó÷åíèê 7–8-ãî êëàññîâ. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëè-
òåëüíûå íàâûêè ó÷åíèêîâ ñ ïåðåõîäîì ê êàëüêóëÿòîðó çàìåò-
íî ñëàáåþò. Ýòîò îïûò çàñòàâèë íåêîòîðûõ ó÷èòåëåé ìàòåìà-
òèêè îòêàçàòüñÿ îò êàëüêóëÿòîðà âïëîòü äî ïîñëåäíèõ êëàññîâ.
Ìîæåò áûòü, ýòî “ïëàâàíèå ïðîòèâ òå÷åíèÿ” — íå íàñòîëüêî óæ
è îáõîäíîé ïóòü.

È â ãåîìåòðèè ÿ ïûòàëñÿ îñòàâàòüñÿ ìàêñèìàëüíî ïîíÿò-
íûì, íå ñêóïÿñü íà ïîÿñíÿþùèå ÷åðòåæè. Ñëîæíûå ðèñóíêè
ïðèâåäåíû â ïîñòóïåííîì ðàçâèòèè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ áóêâà-
ìè ïîìå÷åíû òîëüêî òå ýëåìåíòû, êîòîðûå óïîìÿíóòû â
òåêñòå è èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè. Íà îêîí-
÷àòåëüíûõ ÷åðòåæàõ îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòî è âîâñå îòñóòñòâó-
þò; èçîáèëèå ïîñëåäíèõ ñíèæàåò îáðàçíîñòü, óáåäèòåëüíîñòü
êàðòèíêè.

“Ãåîìåòðèþ”, êàê è “Àëãåáðó”, ÿ ïåðåäàþ â ðóêè êëàññíûõ
ó÷èòåëåé ñ íàäåæäîé, ÷òî îíà áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü áîëåå
ãëóáîêîìó ââåäåíèþ èõ â ìàòåìàòèêó, ñòàíåò ïîäñïîðüåì â
ðàáîòå è èíòåíñèôèöèðóåò ñîâìåñòíóþ ðàáîòó ìåæäó ó÷èòå-
ëÿìè ñòàðøèõ êëàññîâ è êëàññíûìè ó÷èòåëÿìè.

Àðíîëüä Áåðíõàðäò
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Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ:

Ó ó÷åíèêîâ ïðåäïîëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå çíàíèÿ èç 6-ãî
êëàññà:

1) Îñíîâíûå ïîñòðîåíèÿ: äåëåíèå îòðåçêà è óãëà ïîïîëàì,
ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè íà ïðÿìóþ, ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó.

2) Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà è ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
3) Ïðèçíàêè êîíãðóýíòíîñòè òðåóãîëüíèêîâ.
4) Îñíîâíîå ñâîéñòâî îêðóæíîñòè (÷àñòî íàçûâàåìîå â

êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè òåîðåìîé Ôàëåñà).

Ðèñ. 1.1

Ðèñ. 1.2

Ðèñ. 1.3
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1. Ðàâíîâåëèêèå ïðÿìîóãîëüíè-1. Ðàâíîâåëèêèå ïðÿìîóãîëüíè-1. Ðàâíîâåëèêèå ïðÿìîóãîëüíè-1. Ðàâíîâåëèêèå ïðÿìîóãîëüíè-1. Ðàâíîâåëèêèå ïðÿìîóãîëüíè-
êèêèêèêèêè — ãíîìîí (ïàðàëëåëîãðàìì— ãíîìîí (ïàðàëëåëîãðàìì— ãíîìîí (ïàðàëëåëîãðàìì— ãíîìîí (ïàðàëëåëîãðàìì— ãíîìîí (ïàðàëëåëîãðàìì
äîïîëíåíèÿ)äîïîëíåíèÿ)äîïîëíåíèÿ)äîïîëíåíèÿ)äîïîëíåíèÿ)

Ïðåïîäàâàíèå ãåîìåòðèè â 7—8-ì êëàññàõ ìîæåò ñòðîèòü-
ñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî êóëüìèíàöèåé ñòàíîâèòñÿ òåîðå-
ìà Ïèôàãîðà. Î òåîðåìå Ïèôàãîðà Ðóäîëüô Øòåéíåð ãîâîðèë
â ïåäàãîãè÷åñêèõ ëåêöèÿõ; îñíîâàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå ýòîé
òåîðåìû êàçàëîñü åìó ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì. Îäíàæäû îí
âûðàçèëñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî âîçìîæíî çà íåñêîëüêî óðîêîâ
äàòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ òåîðåìû Ïèôàãîðà.
Òàêóþ ïîïûòêó îí ñäåëàë îäíàæäû è ñàì, ïðàâäà òîëüêî â
ðàçãîâîðå ñ íåêîåé ïîæèëîé äàìîé, è, ïî âîñïîìèíàíèÿì,
ñîäåðæàíèå áåñåäû ñòàëî äëÿ íåå îãðîìíûì ïåðåæèâàíèåì.
Íî øêîëüíèêè ñìîãóò, êîíå÷íî, ãëóáæå ïî÷óâñòâîâàòü åå, åñëè
íà ïîäãîòîâèòåëüíûõ ýïîõàõ íà ïðèìåðàõ ìíîãî÷èñëåííûõ ôè-
ãóð îòòî÷àò ÷óâñòâî è ïîíèìàíèå ðàâíîâåëèêîñòè; èáî èìåííî
î ðàâíîâåëèêîñòè è èäåò ðå÷ü â òåîðåìå Ïèôàãîðà.

Ñðàâíèì ïðÿìîóãîëüíèêè (ðèñ. 1.1 è ðèñ 1.2): ó ïåðâîãî
øèðèíà è âûñîòà ïî÷òè ñîâïàäàþò, âòîðîé ãîðàçäî øèðå.
Íåñìîòðÿ íà ýòî, ïëîùàäü ó íèõ îäèíàêîâà; îáà ìîãóò áûòü
ðàçäåëåíû íà 20 êâàäðàòîâ ñ ïëîùàäüþ 1 ñì2. Òàêóþ æå ïëî-
ùàäü èìååò è ïðÿìîóãîëüíèê íà ðèñ.3; êàæäûå äâà ìàëåíüêèõ
ïðÿìîóãîëüíè÷êà ñâåðõó äàþò â ñóììå 1 ñì2, èòîãî 20 ñì2.
Ïëîùàäè ìû ìåðèì ñ ïîìîùüþ åäèíèöû ïëîùàäè, íàïðèìåð
ñ ïîìîùüþ êâàäðàòíîãî ñàíòèìåòðà. Åñëè ìû çíàåì øèðèíó
è âûñîòó, òî ìîæåì âû÷èñëèòü ïëîùàäü; â íàøèõ ïðèìåðàõ:

S1 = 5 ñì · 4 ñì = 20 ñì2

S2 = 10 ñì · 2 ñì = 20 ñì2

S3 = 8 ñì · 2,5 ñì = 20 ñì2

×àñòî øèðèíà îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé à. Òîãäà, â îáùåì ñëó-
÷àå: åñëè øèðèíà (îñíîâàíèå) ïðÿìîóãîëüíèêà à ñì, à âûñîòà
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h ñì, òî ïëîùàäü ðàâíà a · h ñì2. Â âèäå ôîðìóëû:

S = a · h

Ñëîâàìè: ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà îñíîâàíèþ,
óìíîæåííîìó íà âûñîòó.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà îáîçíà÷àþòñÿ
êàê: äëèíà — áîëåå äëèííàÿ ñòîðîíà è øèðèíà — áîëåå êî-
ðîòêàÿ. Ôîðìóëà äëÿ ïëîùàäè â ýòîì ñëó÷àå: S = l · b. Íà
íàøèõ ðèñóíêàõ ïðÿìîóãîëüíèêè âñåãäà ðàñïîëîæåíû òàêèì
îáðàçîì, ÷òî îäíà ñòîðîíà ãîðèçîíòàëüíà, äðóãàÿ âåðòèêàëü-
íà; ìû îùóùàåì èõ ïðè ýòîì êàê øèðèíó (èëè îñíîâàíèå) è
âûñîòó. Îòñþäà è íàçâàíèÿ.

Ìû ðàññìîòðåëè òðè ïðÿìîóãîëüíèêà ñ ïëîùàäüþ 20 ñì2.
Ìîæíî ëè îáîçðåòü âñå ïðÿìîóãîëüíèêè ñ òàêîé ïëîùàäüþ?
Ñêîëüêî èõ? Íà ýòîò âîïðîñ ìû îòâåòèì â êîíöå ãëàâû.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâíîâåëèêèõ ôèãóð ñóùåñòâóåò êîíñòðóê-
öèÿ, òàê íàçûâàåìûé ãíîìîí, êîòîðóþ ìîæíî ïîñòðîèòü,
èñõîäÿ èç ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà (ðèñ. 1.4 è 1.5). Â
ïðÿìîóãîëüíèêå (ðèñ. 1.4) ìû ïðîâîäèì äèàãîíàëü: îíà äåëèò
ïðÿìîóãîëüíèê íà äâà êîíãðóýíòíûõ òðåóãîëüíèêà, òî åñòü
òàêèõ òðåóãîëüíèêà, êîòîðûå, áóäó÷è âûðåçàíû, ìîãóò áûòü
íàëîæåíû äðóã íà äðóãà è ïðè ýòîì èõ ãðàíèöû ñîâïàäóò; ýòè
òðåóãîëüíèêè ðàâíîâåëèêè è èìåþò ðàâíóþ ôîðìó. Èìåííî
òàêèå ôèãóðû ìû íàçûâàåì êîíãðóýíòíûìè (ñîâïàäàþùèìè
ïðè íàëîæåíèè). Ïðÿìîóãîëüíèêè íà ðèñ. 1.1—1.3 ðàâíîâåëèêè,
íî íå êîíãðóýíòíû: èõ ôîðìà ðàçëè÷íà, áëèæå èëè äàëüøå îò
ôîðìû êâàäðàòà.

Íà äèàãîíàëè (ðèñ. 1.4) âûáåðåì òî÷êó Ð è ïðîâåäåì ÷å-
ðåç íåå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì (ðèñ. 1.5). Ïðÿìîó-
ãîëüíèê äåëèòñÿ ïðè ýòîì íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà è ÷åòûðå
òðåóãîëüíèêà. Ó îáîèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ — R1 è R2 — ìû
îïðåäåëèì ïëîùàäü: èçìåðèì îñíîâàíèÿ è âûñîòû, ïåðåìíî-
æèì è, ñìîòðè-êà, ïëîùàäè ðàâíû!

Âñåãäà ëè ýòî òàê? Âîçüìåì, â êà÷åñòâå èñõîäíîãî, äðó-
ãîé ïðÿìîóãîëüíèê (ðèñ. 1.6 è 1.7). Ðàçóìååòñÿ, îñíîâàíèÿ
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Ðèñ. 1.4

Ðèñ. 1.5

a1 = 6 ñì h1 = 2 ñì R1 = 12 ñì2

a2 = 3 ñì h2 = 4 ñì R2 = 12 ñì2
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è âûñîòû íå âñåãäà áóäóò öåëî÷èñëåííûìè (ðèñ.1.6). Íà
ìèëëèìåòð ìû ìîæåì îøèáàòüñÿ (ðèñ. 1.7). Åñëè äëèíà
îñíîâàíèÿ ìåæäó 5,2 è 5,3 ñì, òî, ìîæåò áûòü, ìû ìîæåì
ðàçãëÿäåòü, ÷òî îíà áëèæå ê 5,3; òîãäà ìû âûáåðåì ýòó âå-
ëè÷èíó. Åñëè íàì êàæåòñÿ, ÷òî êîíåö îòðåçêà ðàñïîëîæåí
òî÷íî ïîñåðåäèíå ìåæäó äåëåíèÿìè, ìû ìîæåì îñòàíîâèòü-
ñÿ íà 5,25 ñì. Ïåðåìíîæèâ, ìû óâèäèì, ÷òî ïëîùàäè îáîèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ íåçíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ! Íî òîëüêî
íåçíà÷èòåëüíî! Âåðîÿòíî, èõ ïëîùàäè âñå æå ðàâíû?
Îñíîâàíèÿ è âûñîòû ìû íèêîãäà íå èçìåðèì àáñîëþòíî
òî÷íî, à çíà÷èò, è ïëîùàäè ñ ïîëíîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëèòü
íå ñìîæåì. Íà ýòîì ïóòè ìû íå ïðèäåì ê óâåðåííîñòè,
ðàâíîâåëèêè ïðÿìîóãîëüíèêè èëè íåò.

Ñóùåñòâóåò ëè íàäåæíûé ïóòü? Äà, è äàæå áåç âû÷èñ-
ëåíèé! Ðàññìîòðèì åùå ðàç ðèñ.1.7. Äèàãîíàëü ÀÑ äåëèò
íà äâà êîíãðóýíòíûõ òðåóãîëüíèêà íå òîëüêî âåñü ïðÿìîó-
ãîëüíèê, íî è ìàëåíüêèå ïðÿìîóãîëüíèêè â ëåâîì íèæíåì è
ïðàâîì âåðõíåì óãëàõ. Íà ðèñóíêå ïîÿâëÿþòñÿ ïàðû êîíã-
ðóýíòíûõ (è, åñòåñòâåííî, ðàâíîâåëèêèõ) òðåóãîëüíèêîâ:
ïàðà áîëüøèõ, ïàðà ñðåäíèõ è ïàðà ìàëåíüêèõ. Åñëè èç
áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà âû÷åñòü ñðåäíèé è ìàëåíüêèé — ïî-
ëó÷èòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê. Îáîçíà÷èì ïëîùàäè áîëüøèõ òðå-
óãîëüíèêîâ G1 è G2, ñðåäíèõ Ì1 è Ì2, ìàëåíüêèõ Ê1 è Ê2.
Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

R1 = G1 – Ì1 – Ê1
R2 = G2 – Ì2 – Ê2

Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèêè ðàâíîâåëèêè (G1 = G2 Ì1 = Ì2 Ê1
= Ê2), òî è ïðÿìîóãîëüíèêè òàêæå äîëæíû áûòü ðàâíîâåëèêè
(R1 = R2).

Ýòè ðàññìîòðåíèÿ óáåæäàþò íàñ â òîì, ÷òî è ïëîùàäè
îáîèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ëþáîì ñëó÷àå ðàâíû.

Åñòåñòâåííî, âìåñòî äèàãîíàëè ÀÑ ìû ìîãëè áû ñ òåì æå
óñïåõîì èñïîëüçîâàòü äèàãîíàëü BD è âûáðàòü íà íåé òî÷êó
Ð.
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a1 = 5,3 ñì h1 = 2,4 ñì R1 = 12,72 ñì2

a2 = 3,5 ñì h2 = 3,7 ñì R2 = 12,95 ñì2

a1 = 4,2 ñì h1 = 2,8 ñì R1 = 11,76 ñì2

a2 = 2,1 ñì h2 = 5,6 ñì R2 = 11,76 ñì2

Ðèñ. 1.6

Ðèñ. 1.7
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Ñ ïîìîùüþ ãíîìîíà ìîæíî äëÿ ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
ñêîíñòðóèðîâàòü ðàâíîâåëèêèé ñ çàäàííîé ñòîðîíîé (ðèñ. 1.8,
1.9 è 1.10).

Ðèñ. 1.8: Ïóñòü R1 — äàííûé ïðÿìîóãîëüíèê, g2 — çàäàí-
íàÿ ñòîðîíà èñêîìîãî ðàâíîâåëèêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Äîðè-
ñóåì ê R1 ïðÿìîóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì g2 è âûñîòîé h1. Â
äîñòðîåííîì ïðÿìîóãîëüíèêå ïðîâåäåì äèàãîíàëü ÑÐ, ïðî-
äëèì åå âëåâî âíèç çà òî÷êó Ð è íàéäåì òî÷êó åå ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ ïðîäîëæåíèåì ñòîðîíû h1 (ðèñ.1.9). Ïîëó÷åííàÿ òî÷êà
À áóäåò ëåâûì íèæíèì óãëîì áîëüøîãî ãíîìîíà; ïîëüçóÿñü
åþ, ìû ìîæåì äîïîëíèòü ðèñóíîê íàïðàâî è íàéòè ðàâíîâå-
ëèêèé ïðÿìîóãîëüíèê R2. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ
òåìû “Ðàâíîâåëèêèå ïðÿìîóãîëüíèêè”1.

Â çàêëþ÷åíèå îòâåòèì íà âîïðîñ: êàê îáîçðåòü âñå ìíî-
æåñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ðàâíîâåëèêèõ äàííîìó ïðÿìîó-
ãîëüíèêó R (ðèñ. 1.11)? Íàðèñóåì ïðÿìîóãîëüíèê R ñïðàâà
âíèçó è ïðîäëèì íàëåâî îñíîâàíèå g è ââåðõ âûñîòó h.
Åãî âåðõíÿÿ ëåâàÿ âåðøèíà áóäåò èãðàòü ðîëü Ð. ×åðåç Ð
íàèñêîñü áóäåì ïðîâîäèòü äèàãîíàëè, íàïðèìåð d1. Ýòà
äèàãîíàëü ïåðåñåêàåò ïðîäîëæåíèå îñíîâàíèÿ â òî÷êå À1
è ïðîäîëæåíèå âûñîòû â òî÷êå Ñ1. ×åðåç À1 ïðîâåäåì âåð-
òèêàëü, ÷åðåç Ñ1 — ãîðèçîíòàëü; ïðÿìûå ïåðåñåêóòñÿ â
D1. Ïîëó÷èòñÿ ãíîìîí, ëåâûé âåðõíèé ïðÿìîóãîëüíèê êî-
òîðîãî ðàâíîâåëèê äàííîìó ïðÿìîóãîëüíèêó R. Òåïåðü ìû
ìîæåì âðàùàòü äèàãîíàëü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã
Ð: òî÷êè À ïåðåìåùàþòñÿ ïî ïðÿìîé îñíîâàíèÿ íàïðàâî,
Ñ — ïî âûñîòå ââåðõ: à òî÷êè D? Ïî êðèâîé! Åå ëåâàÿ

1 Èç–çà ïðîäåëàííîãî ïîñòðîåíèÿ ôèãóðà íàçâàíà ïàðàëëåëîãðàììîì äîïîë-
íåíèÿ.

Ïî ïîâîäó íàçâàíèÿ “ãíîìîí”: “ãíîìîí” áóêâàëüíî îçíà÷àåò “óçíàâàòåëü”;
òàê â Ãðåöèè íàçûâàëè æåçëû ñîëíå÷íûõ ÷àñîâ. Ïî òåíè îò íèõ ìîæíî áûëî
óçíàòü âðåìÿ. Îíè ìîíòèðîâàëèñü íà ïëîùàäêå â ôîðìå óãëà — îäíî ïëå÷î íà
çåìëå, äðóãîå — âåðòèêàëüíî. Íà íàøåì ðèñóíêå ãíîìîíîì íàçûâàåòñÿ óãëîâàòàÿ
ôèãóðà, êîòîðàÿ âîçíèêàåò, åñëè îò áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà îòíÿòü îäèí èç
ìàëåíüêèõ óãëîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ëåæàùèõ íà äèàãîíàëè. Ãíîìîíàìè
ÿâëÿþòñÿ è âñå óãëîâûå ôèãóðû íà ðèñ. 2.1 â “Àëãåáðå” (ñì. ñòð. 25) àâòîðà.
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Ðèñ. 1.8

Ðèñ. 1.9

Ðèñ. 1.10
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÷àñòü ïîëîãà, à ïðàâàÿ êðóòî âçëåòàåò ââåðõ. Òàêóþ êðèâóþ
íàçûâàþò ãèïåðáîëîé. Ó÷åíèêè ïîäðîáíåå çíàêîìÿòñÿ ñ
íåé â ñòàðøåé øêîëå: ñïåðâà â 9-ì êëàññå, çàòåì â ïðî-
åêòèâíîé ãåîìåòðèè, ãäå ýòà êðèâàÿ åñòåñòâåííî âîçíèêàåò,
è, êðîìå òîãî, íà óðîêàõ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Äëÿ íàñ
âàæíî, ÷òî âñå ïðÿìîóãîëüíèêè, ïðàâàÿ íèæíÿÿ âåðøèíà
êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà â Ð, îäíà ñòîðîíà — íà ãîðèçîíòàëè
w, äðóãàÿ — íà âåðòèêàëè s, à âåðøèíà D — íà ïîñòðîåí-
íîé ãèïåðáîëå, ðàâíîâåëèêè R. Ïðåäñòàâèì ñåáå, êàê D
ïðîáåãàåò ãèïåðáîëó ñëåâà ñíèçó íàïðàâî íàâåðõ: ñïåðâà
ïðÿìîóãîëüíèêè øèðîêè è íèçêè, çàòåì îíè ñòàíîâÿòñÿ
ïîñòåïåííî óæå è âûøå è âäðóã âçìûâàþò ââåðõ — îñòà-
âàÿñü âñå âðåìÿ ðàâíîâåëèêèìè! Ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøè-
íîé D1 (øèðîêèé è íèçêèé) èìååò áîëüøîé ïåðèìåòð; ïðÿ-
ìîóãîëüíèê ñ âåðøèíîé D2 õîòÿ è âûøå, íî åãî øèðèíà
çàìåòíî ìåíüøå, òî åñòü ìåíüøå ïåðèìåòð. ×òî æå, ïåðè-
ìåòð âñå âðåìÿ óáûâàåò? Íåò, ó óçêèõ è âûñîêèõ ïðÿìîó-
ãîëüíèêîâ ïåðèìåòð ñíîâà ðàñòåò; ïðè÷åì ÷åì îíè óæå, òåì
áîëüøå! Â ïðîìåæóòêå äîëæåí âñòðåòèòüñÿ ïðÿìîóãîëüíèê
ñ íàèìåíüøèì ïåðèìåòðîì! Îòâåò óãàäûâàåòñÿ: îñîáûé
ïðÿìîóãîëüíèê, øèðèíà êîòîðîãî ðàâíà âûñîòå, — êâàä-
ðàò! Ñòîðîíó åãî ìû, ïðàâäà, íå ìîæåì ïîêà îïðåäåëèòü
òî÷íî; íî ïîçæå ìû âåðíåìñÿ ê ýòîé ïðîáëåìå1. Ìû ìî-
æåì, åñòåñòâåííî, ïîñòðîèòü áèññåêòðèñó óãëà ñ âåðøèíîé
Ð è ñòîðîíàìè w è s è ïåðåñå÷ü åå ñ ãèïåðáîëîé — òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ D áóäåò âåðøèíîé êâàäðàòà. Íî òàêîé ïóòü
íå îòâå÷àåò âñåì òðåáîâàíèÿì òî÷íîãî ïîñòðîåíèÿ2.

Èòàê, ñðåäè âñåõ ðàâíîâåëèêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñóùåñòâó-
åò îäèí ñ íàèìåíüøèì ïåðèìå130130130130òðîì; â 12-ì
êëàññå ïðèâîäèòñÿ ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïîëîæåíèÿ.
Ñóùåñòâóåò ëè ïðÿìîóãîëüíèê ñ íàèáîëüøèì ïåðèìåòðîì?

1 Â ãëàâàõ 12,13.
2 Ïîñòðîåíèå ìû íàçûâàåì òî÷íûì, åñëè ìû ðàáîòàåì öèðêóëåì è ëèíåéêîé,

òî åñòü ïðÿìûå è îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïðÿìûìè è îêðóæíîñòÿìè (íî íå ñ
ãèïåðáîëàìè).
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Íåò! Åñëè D äâèæåòñÿ âñå äàëüøå è äàëüøå íàëåâî ïî
ãèïåðáîëå, òî îñíîâàíèå ðàñòåò áåñêîíå÷íî. Ïðè äâèæåíèè
íàïðàâî íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò âûñîòà. Òî åñòü ïåðèìåòð
ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì!

Çàäà÷è íà ãíîìîíÇàäà÷è íà ãíîìîíÇàäà÷è íà ãíîìîíÇàäà÷è íà ãíîìîíÇàäà÷è íà ãíîìîí

1. Ïðîâåäè â ïðÿìîóãîëüíèêå ñ îñíîâàíèåì g=12 ñì è âû-
ñîòîé h= 6 ñì äèàãîíàëü ÀÑ; âûáåðè íà äèàãîíàëè òî÷êó Ð íà

Ðèñ. 1.11
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ðàññòîÿíèè 2, 4, 6, 8, 10 ñì îò À è, èçìåðÿÿ è âû÷èñëÿÿ, îïðå-
äåëè ïëîùàäü R1 è R2. Ñâåäè âåëè÷èíû îñíîâàíèé, âûñîò è
ïëîùàäåé â òàáëèöó. ×åì òî÷íåå ÷åðòåæ (îñòðî îòòî÷åííûé
êàðàíäàø, âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè äåéñòâèòåëüíî ïàðàëëåëü-
íû äðóã äðóãó è óãëû ìåæäó íèìè ïðÿìûå), òåì òî÷íåå áóäóò
ñîîòâåòñòâîâàòü äðóã äðóãó ïëîùàäè R1 è R2.

AP
ñì

g1
ñì

h1
ñì

R1
ñì

g2
ñì

h2
ñì

R2
ñì

2 1,8 5,1 9,18 10,2 0,9 9,18

4

6

8

10

2. Îïèøè, êàê ìåíÿþòñÿ ôîðìà è ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ R1 è R2 ïðè äâèæåíèè Ð îò À ê Ñ.

3. Êóäà ïîìåñòèòü Ð, ÷òîáû R1 è R2 áûëè íàèáîëüøèìè?
Èçìåðü è âû÷èñëè!

4. Ïðè ïðîñëåæèâàíèè, êàê ìåíÿåòñÿ ôîðìà ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ ïðè äâèæåíèè Ð îò À ê Ñ, âîçíèêàåò âîïðîñ: íå ìîãóò ëè
R1 è R2 ñòàòü êâàäðàòàìè? Ãäå ïðèáëèçèòåëüíî äîëæíà
ëåæàòü Ð, ÷òîáû R1 è R2 ïðåâðàòèëèñü â êâàäðàòû? Íåëüçÿ
ëè òî÷íî îïðåäåëèòü äâà îñîáûõ, âûäåëåííûõ ïîëîæåíèÿ Ð?
(Â êîíöå ýòîé ãëàâû ìîæíî íàéòè óêàçàíèå íà îòâåò.)

5. Êàê ìåíÿåòñÿ ãíîìîí, åñëè íà÷àòü íå ñ ïðÿìîóãîëüíèêà,
à ñ êâàäðàòà? Â ÷åì òîãäà îñîáåííîñòü R1 è R2?

6. Ñêîëüêî âñåãî ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ãíîìîíå, â òîì ÷èñëå
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âçàèìîïåðåñåêàþùèõñÿ? Êàêèå èç íèõ ðàâíîâåëèêè?

7. Ïîñòðîé ãíîìîí, èñõîäÿ èç ïàðàëëåëîãðàììà. Íà÷åðòè
äèàãîíàëü ÀÑ, âûáåðè òî÷êó Ð, ÷åðåç íåå ïðîâåäè ïðÿìûå,
ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì. Óçíà¸øü? Ïîïðîáóé ïåðåíåñòè íà
ñëó÷àé ïàðàëëåëîãðàììà ðàññóæäåíèÿ, ñîïóòñòâóþùèå ðèñ.7.

8. Ñ ïîìîùüþ ãíîìîíà äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà ñî ñòîðîíà-
ìè 8 è 4 ñì è óãëîì α= 60° ïîñòðîé ðàâíîâåëèêèé ïàðàëëåëîã-
ðàìì ñ îñíîâàíèåì 5 ñì è òåì æå óãëîì.

9. Ïî àíàëîãèè ñ ðèñ.11 íàéäè âåðøèíû âñåõ ïàðàëëåëîã-
ðàììîâ, ðàâíîâåëèêèõ äàííîìó Ð, ñ îäíèì è òåì æå óãëîì.



22

2. Ñìåùåíèå — ïðîöåññ,2. Ñìåùåíèå — ïðîöåññ,2. Ñìåùåíèå — ïðîöåññ,2. Ñìåùåíèå — ïðîöåññ,2. Ñìåùåíèå — ïðîöåññ,
ìåíÿþùèé ôîðìó, íî íå ïëî-ìåíÿþùèé ôîðìó, íî íå ïëî-ìåíÿþùèé ôîðìó, íî íå ïëî-ìåíÿþùèé ôîðìó, íî íå ïëî-ìåíÿþùèé ôîðìó, íî íå ïëî-
ùàäü ôèãóðûùàäü ôèãóðûùàäü ôèãóðûùàäü ôèãóðûùàäü ôèãóðû

Ñìåùåíèå ïðÿìîóãîëüíèêàÑìåùåíèå ïðÿìîóãîëüíèêàÑìåùåíèå ïðÿìîóãîëüíèêàÑìåùåíèå ïðÿìîóãîëüíèêàÑìåùåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà
è ïàðàëëåëîãðàììàè ïàðàëëåëîãðàììàè ïàðàëëåëîãðàììàè ïàðàëëåëîãðàììàè ïàðàëëåëîãðàììà

Ïðåäñòàâèì ñåáå: íà ñòîëå äðóã íà äðóãå ñêëàäèðîâàíû
îäèíàêîâûå äîñêè (ðèñ. 2.1). Åñëè ñìîòðåòü ñáîêó, äîñêè ëå-
æàò ïðÿìîóãîëüíèêîì. Ïðèïîäíèìåì ëåâûé êðàé ñòîëà òàê,
÷òîáû äîñêè íà÷àëè ñêîëüçèòü äðóã ïî äðóãó, ñîâåðøåííî
ðàâíîìåðíî (ðèñ.2.2).

Íèæíÿÿ äîñêà ïóñòü îñòàíåòñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîì ïîëîæå-
íèè. Äîñêè çàïîëíÿò ñâîåãî ðîäà ïàðàëëåëîãðàìì, ïðàâäà ñ

Ðèñ. 2.1

Ðèñ. 2.2
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çóá÷àòûì êðàåì. Îáùàÿ ïëîùàäü ïðè ýòîì áóäåò ñîâïàäàòü
ñ ïëîùàäüþ ïðÿìîóãîëüíèêà, ïîñêîëüêó ïëîùàäè ñëîåâ íå
èçìåíèëèñü.

×åì òîíüøå äîñêè, òåì ìåíüøå çóáöû íà êðàÿõ, òåì ìåíü-
øå îòëè÷èé îò íàñòîÿùåãî ïàðàëëåëîãðàììà. Ïðåäñòàâèì
ñåáå, ÷òî âñå âûøåîïèñàííîå ïðîèñõîäèò íå ñ äîñêàìè, à ñî
ñòîïêîé áóìàãè; ñëîè íàñòîëüêî òîíêè, ÷òî êðàÿ áóäóò ïðàê-
òè÷åñêè ãëàäêèìè è ôèãóðà — ïî÷òè òî÷íûì ïàðàëëåëîãðàì-
ìîì.

Íàì âîîáùå íåò íóæäû ïðåäñòàâëÿòü ñåáå âèäèìûå
ïðåäìåòû. Ïîìûñëèì áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè-
÷åñêè áåñêîíå÷íî òîíêèõ ñëîåâ. Òåì ñàìûì ìû ïåðåõî-
äèì ê ñâîáîäíîìó îò ÷óâñòâåííîãî ÷èñòîìó ìûøëåíèþ. Îñ-
íîâàíèå — íèæíèé íåïîäâèæíûé ñëîé — ìîæåò ëåæàòü ãî-
ðèçîíòàëüíî èëè êàê-ëèáî íàêëîííî. Ñëîè ïðèâîäÿòñÿ â
äâèæåíèå óæå íå ñèëîé òÿæåñòè, à ñèëîé âîîáðàæåíèÿ, àê-
òèâíîãî âîîáðàæåíèÿ. Ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ ìû ñîãëàñî-
âûâàåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðàâûé è ëåâûé êðàÿ ïðè
äâèæåíèè îñòàâàëèñü ïðÿìûìè, òî åñòü ñëîè, ëåæàùèå
ïî÷òè íà îñíîâàíèè, ñêîëüçÿò ìåäëåííåå, ëåæàùèå âûøå —
áûñòðåå. Òàêîå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ñìåùåíèåì. Ïðÿìàÿ,
íà êîòîðîé ëåæèò íèæíèé ñëîé, íàçûâàåòñÿ îñüþ ñìåùåíèÿ
z.

Ñìåùåíèå — íåïðåðûâíûé, òåêó÷èé ïðîöåññ, êîòîðûé
ìîæåò ïðîõîäèòü â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ âäîëü îñè êàê óãîä-
íî äàëåêî, ïðè ýòîì ôîðìà ïàðàëëåëîãðàììà ïîñòîÿííî ìå-
íÿåòñÿ. Íà ðèñ. 2.3—2.7 ïðåäñòàâëåíû ñòàäèè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, âñå ñèëüíåå ñäâèãàþùèå ñëîè è èñêðèâëÿþùèå ïà-
ðàëëåëîãðàìì. Íî ïëîùàäü îñòàåòñÿ âñåãäà îäèíàêîâîé!
Èáî ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî ïðèáàâëÿåòñÿ ñïðàâà, òåðÿåòñÿ
ñëåâà! Òðåóãîëüíèêè ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ïàðàë-
ëåëîãðàììîì (çàøòðèõîâàí âñåãäà êîíå÷íûé) êîíãðóýíòíû.
Ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå øòðèõîâêè ñóòü íåêîòîðûå ðåäêèå
ïðåäñòàâèòåëè áåñêîíå÷íî ìíîãèõ, áåñêîíå÷íî òîíêèõ, ìûñ-
ëåííûõ ñëîåâ.
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Ðèñ. 2.3

Ðèñ. 2.4

Ðèñ. 2.5

Ðèñ. 2.6

Ðèñ. 2.7
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Êðîìå ïëîùàäè ïîñòîÿííûìè îñòàþòñÿ îñíîâàíèå è âû-
ñîòà (âûñîòà ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèæíèì è âåðõíèì
ñëîåì). Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà ïî òîé æå ôîðìóëå, ÷òî è ïëîùàäü ïðÿìîó-
ãîëüíèêà

S = g · h

Ôîðìóëèðîâêà: Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà — îñíîâàíèå,
óìíîæåííîå íà âûñîòó.

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ñìåùåíèÿ ðåøèì òðè âàæíûõ çàäà÷è.
Çàäà÷à 1: Ïðåîáðàçîâàòü äàííûé ïðÿìîóãîëüíèê ñ îñíî-

âàíèåì g è âûñîòîé h â ðàâíîâåëèêèé ïàðàëëåëîãðàìì ñ òåì
æå îñíîâàíèåì è ñòîðîíîé s (ðèñ. 2.8).

Ðåøåíèå: Ïðîâåäåì îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ À

è Â è ðàäèóñîì s è ïåðåñå÷åì èõ (ïðîäîëæåííîé) ñòîðîíîé
DC.

Çàäà÷à 2: Ïðèðèñóé ê çàäàííîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ðàâíî-
âåëèêèé ïàðàëëåëîãðàìì ñ òåì æå îñíîâàíèåì è óãëîì α=60°
(ðèñ. 2.9).

Ðåøåíèå: Ñòðîèì â âåðøèíàõ À è Â ïî óãëó 60°, îäíà ñòî-

Ðèñ. 2.8

Ðèñ. 2.9
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ðîíà êîòîðûõ — îñíîâàíèå.

Çàäà÷à 3: Ïðèðèñóé ê ïðÿìîóãîëüíèêó R1 ñ îñíîâàíèåì g1
è âûñîòîé h1 ðàâíîâåëèêèé ïðÿìîóãîëüíèê ñ çàäàííûì îñíî-
âàíèåì g2 (ðèñ. 2.10).

Ðåøåíèå: Ñïåðâà ñìåùàåì çàäàííûé ïðÿìîóãîëüíèê â íà-

ïðàâëåíèè îñè z1 (ïîëó÷àåì ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âòî-
ðàÿ ñòîðîíà = g2). Çàòåì ñìåùàåì ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì â
íàïðàâëåíèè îñè z2′ , ïîêà h2 íå îêàæåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé
g2. (Ïîñòðîåíèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî áåç ïðèâåäåííîé íà
ðèñóíêå îêðóæíîñòè; íóæíî ïðîñòî ïîñòðîèòü ïåðïåíäèêóëÿð
ê g2. Îíà ñëóæèò, îäíàêî, óêàçàíèåì ê ðåøåíèþ óïðàæíåíèÿ
5).

Ìîæíî ëè ïåðåâåñòè äðóã â äðóãà ñìåùåíèåì äâà ðàâíî-
âåëèêèõ ïðÿìîóãîëüíèêà R1 è R2 èç ãíîìîíà? Âîò ðåøåíèå,
âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ ÷åòûðå øàãà:

1-é øàã (ðèñ.2.11): R1 ñìåùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè z1=AB,
ïðåâðàùàÿñü â ïàðàëëåëîãðàìì, ïðèìûêàþùèé ê äèàãîíàëè
d.

2-é øàã (ðèñ.2.12): Ïîëó÷åííûé ïàðàëëåëîãðàìì ñìåùàåò-
ñÿ â íàïðàâëåíèè îñè z2=BC, ïîêà äâå ñòîðîíû íå îêàæóòñÿ â
âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè? Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èõ äëèíà
ðàâíà h2. Ïî÷åìó? Âûñîòà h2 ïðÿìîóãîëüíèêà R2 ìîæåò áûòü

Ðèñ. 2.10
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ñïåðâà ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåíà íà ëåâûé êðàé, à çàòåì
íàïðàâî ââåðõ â íàïðàâëåíèè äèàãîíàëè.

3-é øàã (ðèñ.2.13): Âòîðîé ïàðàëëåëîãðàìì ñäâèãàåòñÿ
âíèç, ïîêà åãî ñòîðîíà íå ñîâïàäåò ñ h2.

4-é øàã (ðèñ.2.14): Ñäâèíóòûé ïàðàëëåëîãðàìì ñìåùàåò-
ñÿ âäîëü îñè z3=BD äî ïðÿìîóãîëüíèêà R2.

Òåì ñàìûì ìû íå ïðîñòî óáåäèëèñü â ðàâíîâåëèêîñòè R1

Ðèñ. 2.11 Ðèñ. 2.12

Ðèñ. 2.13 Ðèñ. 2.14
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è R2 (êàê â ãëàâå î ãíîìîíå), íî ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ñîõðàíÿ-
þùèìè ïëîùàäü, ïåðåâåëè R1 â R2. (Ïðåîáðàçîâàíèå íàçî-
âåì ñîõðàíÿþùèì ïëîùàäü, åñëè îíî íå ìåíÿåò ïëîùàäè
ôèãóð.)

Ñ ïîìîùüþ ðàçðåçàíèÿ è ïåðåãðóïïèðîâêè ÷àñòåé ìîæíî
äðóãèì ïóòåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñèëüíî èñêðèâëåííûé
ïàðàëëåëîãðàìì (ðèñ. 2.15) âñå æå ðàâíîâåëèê ïðÿìîóãîëü-
íèêó ñ òåì æå îñíîâàíèåì è âûñîòîé. Ðàçðåæåì ïàðàëëåëîã-
ðàìì âäîëü äèàãîíàëè BD íà äâà êîíãðóýíòíûõ òðåóãîëüíè-
êà. Ïðàâûé òðåóãîëüíèê ïåðåíåñåì íàëåâî, ÷òîáû ñòîðîíà BC
ñîâïàäàëà ñ AD. Ïîëó÷èì íîâûé ïàðàëëåëîãðàìì ñ
äèàãîíàëüþ AD (ðèñ. 2.16). Åãî ìû ðàçðåæåì âäîëü âåðòèêà-
ëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç B, è ïåðåíåñåì ïðàâûé òðåóãîëüíèê
(ñîñòîÿùèé óæå èç äâóõ êóñêîâ) íàëåâî òàê, ÷òî åãî ñòîðîíà
BD ñîâïàäåò ñ AE. Ïîëó÷èòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê ñ ïðåæíèì îñ-
íîâàíèåì è âûñîòîé (ðèñ.2.17). Èñõîäíûé ïàðàëëåëîãðàìì ìû
ðàçðåçàëè íà ÷åòûðå ÷àñòè è òàê ïåðåêîìïîíîâàëè èõ, ÷òî
âîçíèê ïðÿìîóãîëüíèê (ðèñ.2.17,2.18). Ýòî íå âíóòðåííåå ïðå-
îáðàçîâàíèå âñåé ôèãóðû, êàê â ñëó÷àå ñìåùåíèÿ (ðèñ.2.3–
2.7), ýòî âíåøíÿÿ ïåðåñòðîéêà. Íî ïðè ýòîì ÿñíî âèäíà ðàâ-
íîâåëèêîñòü. Òàêàÿ ïåðåñòðîéêà ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ñ
ïîìîùüþ êàðòîíà, íîæíèö è êëåÿ.

Îíà æå âîçìîæíà è äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ R1 è R2 èç ãíîìî-
íà. Ïðàâäà, íàóãàä ïîäõîäÿùèå ÷àñòè âðÿä ëè îòûùóòñÿ. Íî
ðèñ. 2.11—2.14 ñîäåðæàò ïîäñêàçêó: ìîæíî ïåðåñòðàèâàòü
ïîñòåïåííî. Ïðè ïåðåõîäå îò ðèñ. 2.11 ê ðèñ. 2.12 âàæíóþ ðîëü
èãðàþò äèàãîíàëüíûå ðàçðåçû.

Çàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷è

1. Ïîñòðîé äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì g=6 ñì è
âûñîòîé h=4 ñì ðàâíîâåëèêèé ðîìá ñî ñòîðîíîé 6 ñì.

2. Ïîñòðîé äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì g=8 ñì è
âûñîòîé h=4 ñì ðàâíîâåëèêèé ðîìá ñî ñòîðîíîé 6 ñì (äâà
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ñìåùåíèÿ).

3. Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì g=3 ñì è âûñîòîé h=7
ñì. Ïîñòðîé ðàâíîâåëèêèé ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíàìè 7 è
4 ñì.

4. Ïîñòðîé äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà ñî ñòîðîíàìè 8 è 4 ñì è
óãëîì α=60° ðàâíîâåëèêèé ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíîé 6 ñì
è óãëîì 45° (äâà ñìåùåíèÿ).

5. Ïîñòðîé äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 7 è 4 ñì
ðàâíîâåëèêèé ïðÿìîóãîëüíèê, îäíà ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà 3
ñì (äâà ñìåùåíèÿ; â çàäà÷å 3, ñòð.28 ñîäåðæèòñÿ óêàçàíèå
íà ðåøåíèå).

Ðèñ. 2.15

Ðèñ. 2.16 Ðèñ. 2.17

Ðèñ. 2.18
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3. Ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêîâ —3. Ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêîâ —3. Ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêîâ —3. Ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêîâ —3. Ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêîâ —
âåðøèíà äâèæåòñÿ ïàðàëëåëüíîâåðøèíà äâèæåòñÿ ïàðàëëåëüíîâåðøèíà äâèæåòñÿ ïàðàëëåëüíîâåðøèíà äâèæåòñÿ ïàðàëëåëüíîâåðøèíà äâèæåòñÿ ïàðàëëåëüíî
îñíîâàíèþîñíîâàíèþîñíîâàíèþîñíîâàíèþîñíîâàíèþ

Ñìåùàòü ìîæíî íå òîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêè è ïàðàëëåëîã-
ðàììû, íî è òðåóãîëüíèêè. Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíèõ ìîæíî
ïðîäåëûâàòü îñîáåííî ìíîãî ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ
ïëîùàäü. Âûâåäåì ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêà èç ñìåùåíèÿ
ïðÿìîóãîëüíèêà: â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD (ðèñ. 3.1) ïðîâåäåì
äèàãîíàëü AC è ïðåäñòàâèì ñåáå ïðàâûé òðåóãîëüíèê ABC
ðàçäåëåííûì íà ñëîè. Çàòåì ïðîâåäåì ñìåùåíèå: ñëîè áóäóò
ñìåùàòüñÿ, îñòàâàÿñü âñåãäà ñëîÿìè òðåóãîëüíèêà.
Îñíîâàíèå îñòàíåòñÿ íåïîäâèæíûì, âåðøèíà ñäâèíåòñÿ ïà-
ðàëëåëüíî îñíîâàíèþ (ðèñ. 3.1—3.4). Ñìåùåíèå, åñòåñòâåííî,
ìîæíî ïðîâåñòè è â äðóãîì íàïðàâëåíèè (ðèñ. 3.5—3.9). Ïëî-
ùàäü òðåóãîëüíèêà ñîõðàíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó â ëþáîé ìîìåíò
îíà ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà, êîòîðàÿ âñåãäà
ïîñòîÿííà (ñì. ïðåäûäóùóþ ãëàâó).

Ñâåäåì ðàçëè÷íûå ñòàäèè â îäèí ÷åðòåæ (ðèñ. 3.10) è
ìûñëåííî áóäåì ñìåùàòü òðåóãîëüíèê øàã çà øàãîì. Õîòÿ
ôîðìà ïîñòîÿííî ìåíÿåòñÿ, ïëîùàäü îñòàåòñÿ ïðåæíåé.

Ôîðìóëèðîâêà: Åñëè âåðøèíà òðåóãîëüíèêà äâèæåòñÿ
ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèþ, ïëîùàäü íå ìåíÿåòñÿ.

Íàçâàâ ðàññòîÿíèå ìåæäó îñíîâàíèåì è ïàðàëëåëüíîé
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó, âûñîòîé òðåóãîëüíèêà,
ïîëó÷èì

Ôîðìóëèðîâêà: Òðåóãîëüíèêè ñ ðàâíûìè îñíîâàíèÿìè è
âûñîòàìè ðàâíîâåëèêè.

Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèêè íà ðèñ. 3.1—3.9 âïîëîâèíó ìåíü-
øå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ìîæíî âû÷èñëèòü èõ
ïëîùàäü ïî ôîðìóëå:
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S = 1/2 · g · h = 

Ôîðìóëèðîâêà: Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà îñíîâàíèå
íà âûñîòó ïîïîëàì.

Íî âåäü ðîëü îñíîâàíèÿ ìîæåò âçÿòü íà ñåáÿ ëþáàÿ ñòî-
ðîíà òðåóãîëüíèêà — ê ëþáîé ñòîðîíå ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç

Ðèñ. 3.1 Ðèñ. 3.5

Ðèñ. 3.2 Ðèñ. 3.6

Ðèñ. 3.3 Ðèñ. 3.7

Ðèñ. 3.4 Ðèñ. 3.8

Ðèñ. 3.9
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ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøèíó ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìóþ è ñìåñòèòü
çàòåì âäîëü íåå âåðøèíó: âñå ïîëó÷åííûå ïðÿìîóãîëüíèêè
áóäóò ðàâíîâåëèêè (ðèñ. 3.11).

Çíà÷èò, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ
ïîìîùüþ ëþáîé èç òðåõ ñòîðîí â êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ; îíà
äîëæíà áûòü òîëüêî óìíîæåíà íà íóæíóþ âûñîòó — îòðåçîê
ïåðïåíäèêóëÿðà ÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøèíó (ðèñ.3.12).
Èòàê, äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà âåðíû 3 ôîðìóëû:

F =  =  = 

Êàæäóþ âûñîòó ìû ñíàáäèì íèæíèì èíäåêñîì (ñòîðîíà, êî-

Ðèñ. 3.11

Ðèñ. 3.10
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òîðîé îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà). Èñïðîáóéòå ýòè òðè ôîðìóëû íà
òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a=14 ñì, b=15 ñì, c=13 ñì (çàäàíèå
6). Ñòðîéòå è èçìåðÿéòå ñ ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòüþ!

Òðè âûñîòû âñåãäà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå H (äîêàçà-
òåëüñòâî ñì. â Ïðèëîæåíèè). Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå H
ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà (ðèñ.3.12), â òóïîóãîëüíîì — ñíàðó-
æè (ðèñ.3.13). À â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå (çàäàíèå 7)? Ñ ïî-
ìîùüþ ñìåùåíèÿ ìîæíî ðåøèòü ìíîæåñòâî çàäà÷ íà ïðåîáðà-
çîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì òðè ïðèìåðà:

Ïðèìåð 1 (ðèñ.3.14): Ïîñòðîé òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðî-

Ðèñ. 3.12

Ðèñ. 3.13
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íàìè c=5 ñì, a=6 ñì, b=7 ñì; ïðîäëè îñíîâàíèå AB äî 8 ñì
(AB′) è íàéäè ðàâíîâåëèêèé òðåóãîëüíèê ñ íîâûì îñíîâàíè-
åì AB′.

Ðåøåíèå: Ñîåäèíèì òî÷êè B′ è Ñ (ïðÿìàÿ g) è ÷åðåç B
ïðîâåäåì ïðÿìóþ g′, ïàðàëëåëüíóþ åé. C′ — òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ g′ è b — ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé òàêîãî ðàâíîâåëèêî-
ãî òðåóãîëüíèêà. Ïî÷åìó? Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè C′BC
è C′BB′ . Ó íèõ îáùåå îñíîâàíèå, è âåðøèíà C ìîæåò ñìå-
ñòèòüñÿ ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèþ g′ â òî÷êó B′. Òàêèì îá-
ðàçîì, òðåóãîëüíèêè ðàâíîâåëèêè. Íà ðèñ.3.15 ïîêàçàíû
íåêîòîðûå ñòàäèè ýòîãî ñìåùåíèÿ. Òðåóãîëüíèê C′BC ìû
ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñåáå îòðåçàííûì îò èñõîäíîãî òðåó-
ãîëüíèêà ABC; ê îñòàòêó (òðåóãîëüíèê ABC′) ìû ïðèñîå-
äèíèì â êîíöå êîíöîâ ðàâíîâåëèêèé òðåóãîëüíèê C′BB′ —
òî åñòü ïëîùàäü â èòîãå íå èçìåíèëàñü. ×òîáû ïîëó÷èòü
âñå ðàâíîâåëèêèå òðåóãîëüíèêè ñ îñíîâàíèåì AB′, äîñòà-

Ðèñ. 3.14

Ðèñ. 3.15 Ðèñ. 3.16
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òî÷íî ñìåùàòü C′ ïàðàëëåëüíî ýòîìó îñíîâàíèþ.

Ïðèìåð 2 (ðèñ.3.16): Íàðèñóé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè
c=7 ñì, a=6 ñì, b=5 ñì è óêîðîòè îñíîâàíèå äî AB′=4 ñì. Íàé-
äè ðàâíîâåëèêèé òðåóãîëüíèê ñ ýòèì íîâûì îñíîâàíèåì.
Ðåøåíèå â ïðèíöèïå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì Ïðèìåðà 1.

Ïðèìåð 3 (“ñïðÿìëåíèå óãëîâ”): ðèñ. 3.17 ïîêàçûâàåò, êàê
äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ñìåùåíèåì òðåóãîëüíèêîâ

Ðèñ. 3.17

Ðèñ. 3.18

Ðèñ. 3.19
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ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â ðàâíîâåëèêèé òðåóãîëüíèê.
Ïðîâåäåì äèàãîíàëü g=AC è ê íåé ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìóþ g′
âíèç, ïîêà îíà íå îêàæåòñÿ íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB;
ïîëó÷èì íîâûé óãîë D′ . Òåì ñàìûì óãîë A “ñïðÿìëåí”.
Òðåóãîëüíèê D′BC ðàâíîâåëèê èñõîäíîìó ÷åòûðåõóãîëüíèêó.
Ïîëåçíî ïðåäñòàâèòü ñåáå íå òîëüêî êîíå÷íóþ ôîðìó, íî è
âåñü ðÿä ïðåâðàùåíèé òðåóãîëüíèêà ACD â òðåóãîëüíèê ACD′
(ðèñ.3.18). “Ñïðÿìëåíèåì óãëîâ” ìîæíî ïðåâðàòèòü â òðåóãîëü-
íèê ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê. (Íà ðèñ. 3.19 ýòî ñäåëàíî äëÿ
ïÿòèóãîëüíèêà.)

Ðàâíîâåëèêîñòü òðåóãîëüíèêîâ ñ ðàâíûìè îñíîâàíèÿìè è
âûñîòàìè ìîæíî óñòàíîâèòü è ïåðåñòðîéêîé: à èìåííî ëþáîé
òàêîé òðåóãîëüíèê ìîæíî ïðåâðàòèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñ
ïðåæíèì îñíîâàíèåì è ïîëîâèííîé âûñîòîé (ðèñ. 3.20—3.27).

Ïðîâåäåì âûñîòó è ñðåäíþþ ëèíèþ MaMb (ðèñ. 3.20). Çà-
òåì ðàçðåæåì òðåóãîëüíèê âäîëü ïîëó÷åííûõ ëèíèé. Äâà
òðåóãîëüíèêà ïðè âåðøèíå ìîæíî ïðîâåðíóòü âíèç âîêðóã Ma
è Mb (ðèñ. 3.21).

Îñîáåííî ïðîñòà ïåðåñòðîéêà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà, êîãäà âåðøèíà C ëåæèò òî÷íî íàä A èëè B (ðèñ. 3.22,
3.23).

Íî è â ñëó÷àå “âûòÿíóòîãî” òðåóãîëüíèêà ïåðåñòðîéêà
âîçìîæíà (ðèñ. 3.24). Ñïåðâà ðàçðåç âäîëü ñðåäíåé ëèíèè,
çàòåì ïîâîðîò âåðõíåãî òðåóãîëüíèêà âîêðóã Mb. Â çàêëþ÷å-
íèå ðàçðåç âäîëü âåðòèêàëè ÷åðåç B è ïåðåíîñ ïðàâîãî êóñî÷êà
íàëåâî (ðèñ. 3.25). Èòàê, ïðÿìîóãîëüíèê ñîñòàâëÿåòñÿ èç 3
êóñêîâ (ðèñ. 3.26).

Õîðîøåå óïðàæíåíèå — òî÷íî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïîâîðîò
òðåóãîëüíèêà âîêðóã ñåðåäèíû ñòîðîí Ma è Mb. Ëó÷øå âñåãî
íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè âåðøèí è ïðîìåæóòî÷íûå ïîëîæåíèÿ
òðåóãîëüíèêà ïîñëå ïîâîðîòà íà 60° è 120° (èëè 45°, 90°, 135°).
(Íà ðèñ. 3.28 ýòî ïðîäåëàíî äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà. Ïîâîðîòû íà 60° è 120° ñòðîÿòñÿ îñîáåííî ëåãêî, íóæíî
òîëüêî îòëîæèòü ðàäèóñ íà ñîîòâåòñòâóþùåé îêðóæíîñòè.)
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Ðèñ. 3.20

Ðèñ. 3.22

Ðèñ. 3.24

Ðèñ. 3.26

Ðèñ. 3.21

Ðèñ. 3.23

Ðèñ. 3.25

Ðèñ. 3.27
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Çàäà÷è ê òåìå:Çàäà÷è ê òåìå:Çàäà÷è ê òåìå:Çàäà÷è ê òåìå:Çàäà÷è ê òåìå:
“Ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêîâ”“Ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêîâ”“Ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêîâ”“Ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêîâ”“Ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêîâ”

1. Ïîñòðîé òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè c=6 ñì, a=4 ñì,
b=5 ñì. Ïðåäñòàâü ñåáå, ÷òî âåðøèíà Ñ äâèæåòñÿ ïàðàëëåëü-
íî îñíîâàíèþ íàëåâî è íàïðàâî. Íàðèñóé âñå âîçíèêàþùèå
ðàâíîáåäðåííûå ðàâíîâåëèêèå òðåóãîëüíèêè ñ îñíîâàíèåì
ñ=AB; AB íåîáÿçàòåëüíî îñíîâàíèå — îíî ìîæåò áûòü è áî-
êîâîé ñòîðîíîé ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Ñêîëüêî ñó-
ùåñòâóåò òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ?

2. Ïîñòðîé äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíàìè ñ=8 ñì è
a=b=5 ñì âñå ðàâíîâåëèêèå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, ó
êîòîðûõ îäíà ñòîðîíà ñ=AB. Ñêîëüêî èõ?

3. Ïîñòðîé òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè c=6 ñì, a=5 ñì,
b=7 ñì. Ïðîäëè îñíîâàíèå AB äî AB′=8 ñì (ïðèìåð 1). Ïîñò-
ðîé ðàâíîâåëèêèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé AB′ è ñ ïðÿìûì
óãëîì ïðè âåðøèíå A.

4. Ïîñòðîé òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè c=5 ñì, a=6 ñì,
b=10 ñì. Ïðîäëè îñíîâàíèå AB äî AB′=8 ñì è ïîñòðîé ðàâíî-
âåëèêèé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî AB′  —

Ðèñ. 3.28
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îñíîâàíèå.

5. Ïîñòðîé òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè c=10 ñì, a=b=8
ñì. Óìåíüøè îñíîâàíèå AB äî AB′=7 ñì (ïðèìåð 2). Ïîñòðîé
ðàâíîâåëèêèé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî AB′ —
îñíîâàíèå.

6. Ìàêñèìàëüíî òî÷íî íàðèñóé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè
c=13 ñì, a=14 ñì è b=15 ñì è òðè åãî âûñîòû. Èçìåðü âûñî-
òû, âû÷èñëè ïëîùàäü òðåìÿ ñïîñîáàìè (äëÿ êàæäîé ïàðû
îñíîâàíèå — âûñîòà). Òî æå ñàìîå äëÿ c=10,5 ñì, a=8,5 ñì,
b=5 ñì.

7. Ãäå íàõîäèòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ïðÿìîóãîëüíî-
ãî òðåóãîëüíèêà? Âî ÷òî ïðåâðàùàþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ôîðìó-
ëû:

F=    è   F=  ?

Ñëåäóþùèå òðåóãîëüíèêè ïðÿìîóãîëüíûå (ïðè÷èíû ìû
óçíàåì â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãëàâ). ×åðåç ïëîùàäü âû÷èñ-
ëèì âûñîòó hc (â äâóõ ñëó÷àÿõ — òî÷íî). Èçìåðü â ñàíòèìåò-
ðàõ:

a b c
8 6 10
5 12 13
8 15 17

8. Â ñâÿçè ñ ðèñ.3.28 ïîñòðîé ïðîìåæóòî÷íûå òðåóãîëüíè-
êè ïðè ïîâîðîòå íà óãîë 45°, 90°, 135°. Ëó÷øå âñåãî íà÷àòü ñ
90°!

Ïðèëîæåíèå
Ïî÷åìó òðè âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå?
Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî â îäíîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ òðè ñå-

ðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà: â òðåó-
ãîëüíèêå íà ðèñ.3.29 ïîñòðîåíû äâà ñåðåäèííûõ ïåðïåíäè-
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êóëÿðà mc è ma; òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ íàçîâåì U. U ðàâíî-
óäàëåíà îò îáåèõ âåðøèí A è B (ra=rb), ïîñêîëüêó U ëåæèò íà
mc. Âåäü ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð — ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå
ìåñòî âñåõ òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò òî÷åê A è B. Ïîñêîëüêó
U ëåæèò íà ma, îíà ðàâíîóäàëåíà îò B è C (rñ=rb). Èç ra=rb è
rñ=rb ñëåäóåò, ÷òî ra=rñ, òî åñòü U ðàâíîóäàëåíà îò A è Ñ. Íî
âñå òî÷êè, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì, ëåæàò íà mb.
Ñëåäîâàòåëüíî, U — öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Òàêîé õîä ðàññóæäåíèé ÷ðåçâû÷àéíî ïîäõîäèò â 7-ì è 8-ì
êëàññàõ äëÿ óïðàæíåíèÿ ïðè÷èííî–ñëåäñòâåííîãî ìûøëåíèÿ.
Ïîäîáíûå ñþæåòû óïóñêàòü íåëüçÿ. Îíè óêðåïëÿþò ñèëó
ñóæäåíèÿ.

Ïðåäñòàâèì õîä ðàññóæäåíèé â íàèáîëåå ëàêîíè÷íîé
ôîðìå:

ra=rb, ïîñêîëüêó U ëåæèò íà mc;
rb=rc, ïîñêîëüêó U ëåæèò íà ma.

Èòàê, rc=ra, ñëåäîâàòåëüíî, U ëåæèò íà mb.

Ïåðåõîä ê âûñîòàì. ×åðåç âåðøèíû A, B, C òðåóãîëüíèêà
(ðèñ. 3.30) ïðîâåäåì ïðÿìûå a′,b′,c′, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì
a, b è c. Ïîëó÷èòñÿ íîâûé òðåóãîëüíèê A′B′C′  áîëüøåãî
ðàçìåðà. Âåðøèíû ìàëîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíà-
ìè ñòîðîí áîëüøîãî. (Ýòî âûòåêàåò èç êîíãðóýíòíîñòè 4
ìàëûõ òðåóãîëüíèêîâ.) Òàêèì îáðàçîì, âûñîòû òðåóãîëüíèêà
ABC (ðèñ. 3.31) ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè â

Ðèñ. 3.29
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òðåóãîëüíèêå A′B′C′. Ïîýòîìó îíè äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ â
îäíîé òî÷êå (â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò H). Äëÿ òðåóãîëüíèêà
A′B′C′ H — öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
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4. Ñìåùåíèå êàê ïðîöåññ4. Ñìåùåíèå êàê ïðîöåññ4. Ñìåùåíèå êàê ïðîöåññ4. Ñìåùåíèå êàê ïðîöåññ4. Ñìåùåíèå êàê ïðîöåññ
íà âñåé ïëîñêîñòèíà âñåé ïëîñêîñòèíà âñåé ïëîñêîñòèíà âñåé ïëîñêîñòèíà âñåé ïëîñêîñòè

Âíèìàòåëüíåå ðàññìîòðèì ñìåùåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà —
ïðîñëåäèì, êàê äâèæóòñÿ åãî òî÷êè, ñïåðâà êðàéíèå (ðèñ.4.1).
Êðàéíèå òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå íà îäèíàêîâîé âûñîòå ñëåâà
è ñïðàâà, ïðîõîäÿò îäíî è òî æå ðàññòîÿíèå — îäèíàêîâûå
âåêòîðû. Íî òàê æå äâèæóòñÿ è âíóòðåííèå òî÷êè, ëåæàùèå íà
ýòîé âûñîòå (ðèñ. 4.2). Âåêòîð ñìåùåíèÿ ëþáîé âíóòðåííåé
òî÷êè ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïî ãðàíè÷íîé òî÷êå, íàõîäÿùåéñÿ
íà òîì æå óäàëåíèè îò ïðÿìîé.

Ðàññìîòðèì âíóòðåííèå òî÷êè, ëåæàùèå íà êàêîé-ëèáî
íàêëîííîé ïðÿìîé (ðèñ. 4.3),
è íàðèñóåì âåêòîðû èõ ñìå-
ùåíèÿ. Òîãäà êîíöû âåêòî-
ðîâ îêàæóòñÿ íà îäíîé ïðÿ-
ìîé. Ðÿäû òî÷åê (íà ïðÿìîé)
ïåðåéäóò â ðÿäû òî÷åê (íà
äðóãîé ïðÿìîé). Ïðÿìûå ïî-
âîðà÷èâàþòñÿ è ðàñòÿãèâà-
þòñÿ (èëè ñæèìàþòñÿ). Îä-
íàêî óãîë ïîâîðîòà ðàçëè÷-
íûõ ïðÿìûõ ìîæåò áûòü
ðàçëè÷åí.

Ìû ìîæåì èçîáðàçèòü
öåëîå ïîëå ñìåùåíèÿ. Ïðåä-
ñòàâèì ñåáå, ÷òî ñìåùåíèå
äåéñòâóåò íå òîëüêî íà ïðÿ-
ìîóãîëüíèê, íî è íà âñþ
ïëîñêîñòü (ðèñ. 4.4). Òîëüêî
òî÷êè îñè z (ïðîäîëæåííîå
îñíîâàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà)

Ðèñ. 4.1

Ðèñ. 4.2

Ðèñ. 4.3
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íå ó÷àñòâóþò â îáùåì äâèæåíèè; èõ íàçûâàþò íåïîäâèæíû-
ìè òî÷êàìè. Åñëè òî÷êè íàä îñüþ äâèæóòñÿ íàïðàâî, òî òî÷-
êè ïîä îñüþ — íàëåâî. Âîçüìåì êðàé ïðÿìîóãîëüíèêà, ïðî-
äîëæèì åãî âíèç è ïîâåðíåì ãðàíè÷íóþ ïðÿìóþ èç ïîëîæåíèÿ
g â ïîëîæåíèå g′. Òîãäà òî÷êè íàä è ïîä îñüþ áóäóò äâèãàòüñÿ
â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.

Ðèñ. 4.4

Ðèñ. 4.5
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Ìû ìîæåì ìûñëåííî ïðîäîëæèòü êðàé ïðÿìîóãîëüíèêà è
ââåðõ. Ïðÿìûå g è g′ äåéñòâóþò êàê ïîëîâèíêè íîæíèö ñ
âèíòîì F. Ïðàâäà, ïðè ñìåùåíèè íîæè ðàñøèðÿþòñÿ èëè
ñóæàþòñÿ — èíà÷å òî÷êè äâèãàëèñü áû ïî îêðóæíîñòÿì âîê-
ðóã F. Äâèæåíèå ïëîñêîñòè îïðåäåëåíî îñüþ z è íîæíèöàìè
(g, g′). Íåò íóæäû â âåðòèêàëüíîé g. Îáå ïðÿìûå ìîãóò áûòü
íàêëîííûìè, íî äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå íà îñè.

Êàê âûãëÿäèò ñìåùåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà, ëåæàùåãî íàä èëè
ïîä îñüþ, íî “ïàðàëëåëüíîãî” åé (ðèñ. 4.5)? Åãî îñíîâàíèå íå
îñòàåòñÿ áîëüøå íà ëèñòå, íî äâèæåòñÿ íàïðàâî (âåðõíèé
ïðÿìîóãîëüíèê). Ïðîòÿæåííîñòü äâèæåíèÿ (âåêòîð) ìîæíî
îïðåäåëèòü ïî íîæíèöàì. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîöåññ ìû íà-
áëþäàåì è ïîä îñüþ. Ñîõðàíÿåòñÿ ëè ïðè ýòîì ïëîùàäü? Äà,
èáî ïðÿìîóãîëüíàÿ òðàïåöèÿ, êîòîðàÿ ïðèáàâëÿåòñÿ ê îäíîé
ñòîðîíå ïðÿìîóãîëüíèêà, êîíãðóýíòíà òðàïåöèè, îòðåçàåìîé ñ
äðóãîé ñòîðîíû.

Äîëæíà ëè îñü îáÿçàòåëüíî ëåæàòü ãîðèçîíòàëüíî? Íåò,
íàïðàâëåíèå îñè ìîæåò áûòü ëþáûì. Ïðèìåð: âñïîìíèì
ãíîìîí. Â ãë.2 ìû ïîýòàïíî ïåðåãîíÿëè ïðÿìîóãîëüíèê R1 â
ïðÿìîóãîëüíèê R2 (ñìåùåíèÿìè è ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñà-
ìè). Ïîñëåäíèå äâà øàãà — ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âíèç è

Ðèñ. 4.6 Ðèñ. 4.7



45

òðåòüå ñìåùåíèå — ìû ìîãëè ïðîäåëàòü çà îäèí øàã — çà
îäíî ñìåùåíèå (ðèñ. 4.6) Ëåâûé êðàé — îñü z, g è g′ — íîæíè-
öû. Íà ðèñ. 4.7 ïîêàçàíû òðè ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïà ýòîãî
ñìåùåíèÿ.

Êàê âûãëÿäèò ñìåùåíèå òðåóãîëüíèêà, åñëè îí íå ñòîèò íà
îñè (ðèñ. 4.8—4.13)? Åãî âåðøèíû ïåðåìåùàþòñÿ ïàðàëëåëü-
íî îñè, à ñòîðîíû ïîâîðà÷èâàþòñÿ âîêðóã òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ

Ðèñ. 4.9

Ðèñ. 4.8
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ñ îñüþ (âîêðóã íåïîäâèæíûõ òî÷åê). Îò òî÷êè Ñ îòëîæèì
âåëè÷èíó ñìåùåíèÿ (âåêòîð ÑÑ′ íà ðèñ.4.8). Ñîåäèíèì Ñ ñ
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè Fa è Fb, âîêðóã íèõ ïîâîðà÷èâàþòñÿ
ñòîðîíû a è b (è ïåðåõîäÿò â a′ è b′) (ðèñ.4.9). Ïî íîæíèöàì
(a,a′) ìû óçíàåì, êóäà ïåðåõîäèò B (ðèñ.4.10), ïî íîæíèöàì
(b,b′) — A. Íàêîíåö, ìîæíî ïðî÷åðòèòü ñòîðîíó ñ′ (ïðÿìàÿ,

Ðèñ. 4.10

Ðèñ. 4.11
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ñîåäèíÿþùàÿ òðè òî÷êè: A,B′,Fc (ðèñ. 4.11)).
Ðàâíîâåëèê ëè òðåóãîëüíèê ABC ñìåùåííîìó òðåóãîëüíè-

êó A′B′C′? Äà, èáî ãîðèçîíòàëü AA′ äåëèò èõ íà äâà ðàâíîñîñ-
òàâëåííûõ òðåóãîëüíèêà. Âåðõíÿÿ ïàðà âûäåëåíà íà ðèñ.4.12.
Ó òðåóãîëüíèêîâ ðàâíûå îñíîâàíèÿ g è g′ è ðàâíàÿ “ãëóáèíà”
h2.

Íà ðèñ.4.13 èçîáðàæåíû òðè ïðîìåæóòî÷íûå ñòàäèè ñìå-

Ðèñ. 4.12

Ðèñ. 4.13
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ùåíèÿ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, êàê òðåóãîëüíèê ïåðåòåêàåò èç
èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå ïîëîæåíèÿ â îêîí-
÷àòåëüíîå: âåðøèíû äâèæóòñÿ ïàðàëëåëüíî îñè, ñòîðîíû
ïîâîðà÷èâàþòñÿ âîêðóã ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê. Ôîðìà
òðåóãîëüíèêà ïîñòîÿííî ìåíÿåòñÿ — íî íå ïëîùàäü!

Â çàêëþ÷åíèå ñìåñòèì êðóã (ðèñ.4.14). Çàäàâ îòñòóï, ïî-
ñòðèì ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ê îñè ïðÿìûõ, à ïî íîæíèöàì
(g, g′) áóäåì îïðåäåëÿòü âåëè÷èíó ñìåùåíèÿ. Êðóã ñìåùàåò-
ñÿ âïðàâî, íàêëîíÿåòñÿ, ðàñøèðÿåòñÿ â îïðåäåëåííûõ
íàïðàâëåíèÿõ, â äðóãèõ æå íàïðàâëåíèÿõ — ñæèìàåòñÿ. Êîíöû
âåêòîðîâ ëåæàò íà îâàëå. Îâàë ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ýëëèïñîì.
È ïëîùàäü ýòîãî ýëëèïñà ðàâíà ïëîùàäè êðóãà, èáî ïîñëîéíî
îíè ðàâíû!

Ïîñòðèì â òî÷êå P ′ êàñàòåëüíóþ ê ýëëèïñó. Êàê? Ïîñòðî-
èì â èñõîäíîé òî÷êå P êðóãà êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè (ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ ðàäèóñó). Ïðîäîëæèì åå äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
îñüþ è ñîåäèíèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ P ′. Â òàê íàçûâàåìîé
ãåîìåòðèè îáðàçà êàæäàÿ äåòàëü ñâÿçàíà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
äåòàëüþ ïðîîáðàçà. Êðóã ñìåùàåòñÿ â ýëëèïñ. Ñìåùåíèå —
ïðîöåññ îòîáðàæåíèÿ, ïðîîáðàç â äàííîì ñëó÷àå — êðóã, îá-
ðàç — ýëëèïñ.

Íà ðèñ.4.15 ñíîâà ïîñòðîåíû îêðóæíîñòü è ýëëèïñ. Ðèñó-
íîê ïîêàçûâàåò, êàê îäíè ðàäèóñû ñæèìàþòñÿ, à äðóãèå —
ðàñòÿãèâàþòñÿ. Ãîðèçîíòàëüíûå ðàäèóñû îñòàþòñÿ ïðåæíè-
ìè. ×òîáû ìîæíî áûëî ñðàâíèòü ðàäèóñû îêðóæíîñòè è èõ
îòîáðàæåíèÿ (“ýëëèïòè÷åñêèå ðàäèóñû”), ïðîâåäåì åùå îäíó
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â öåíòðå ýëëèïñà. Òðè ðàñïîëîæåííûõ
íàä ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ðàäèóñà ñæèìàþòñÿ, òðè ïîä —
ðàñøèðÿþòñÿ. Ñæàòèå è ðàñøèðåíèå âìåñòå ïðèâîäÿò ê
ðàâíîâåëèêîñòè.

Ðåçóëüòàò ýòîãî ñìåùåíèÿ (ýëëèïñ) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
êîìïîçèöèåé ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà îêðóæíîñòè íàïðàâî è
ñìåùåíèÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðà.



49

Ðèñ. 4.14

Ðèñ. 4.15
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Çàäà÷è ê òåìå “Ñìåùåíèå êàê ïðîöåññÇàäà÷è ê òåìå “Ñìåùåíèå êàê ïðîöåññÇàäà÷è ê òåìå “Ñìåùåíèå êàê ïðîöåññÇàäà÷è ê òåìå “Ñìåùåíèå êàê ïðîöåññÇàäà÷è ê òåìå “Ñìåùåíèå êàê ïðîöåññ
íà âñåé ïëîñêîñòè”íà âñåé ïëîñêîñòè”íà âñåé ïëîñêîñòè”íà âñåé ïëîñêîñòè”íà âñåé ïëîñêîñòè”

×åòûðå íèæåñëåäóþùèå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû ëèáî
ïðÿìî â êíèãå, ëèáî ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåâåäåíû íà êàëüêó.
Êîíôèãóðàöèþ ìîæíî ïåðåíåñòè íà ëèñò è ñ ïîìîùüþ áóëàâêè.

Ýòè çàäà÷è íàñòðàèâàþò íà ðàáîòó ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ôîðìû. Îíè ÿâëÿþòñÿ îñìûñëåííûì ïðîäîëæåíèåì ïðåäìå-
òà “Ðèñîâàíèå ôîðì”. Òîëüêî ïîäóìàéòå: âñÿêèé îáðàç ðàâåí
ïî ïëîùàäè ñâîåìó ïðîòèâîîáðàçó!

1. Ñìåñòè òðåóãîëüíèê (ðèñ.4.16) èç ïîëîæåíèÿ C0 â ïîëî-
æåíèå C1, C2, C3... Ïðèäåðæèâàéñÿ äâóõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ:
âåðøèíû ïåðåìåùàþòñÿ ïàðàëëåëüíî îñè, ñòîðîíû ïîâîðà-
÷èâàþòñÿ âîêðóã òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ. (Ñïåðâà ïîñòðî-
åíèå ïðîñòûì êàðàíäàøîì, çàòåì êàæäîå ñìåùåíèå ñâîèì
öâåòîì.)

2. Ñìåñòè êâàäðàò (ðèñ.4.17) èç ïîëîæåíèÿ D0 â ïîëîæå-

Ðèñ. 4.16
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íèÿ D1, D2, D3... Ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïàðàëëåëîãðàììû,
âñå äëèííåå è óæå.

Çàäà÷è 3 è 4 óâåäóò íàñ äîâîëüíî äàëåêî è ìîãóò áûòü
ðåøåíû òîëüêî â ñòàðøèõ êëàññàõ.

3. Îñüþ Z è íîæíèöàìè (g, g′) çàäàíî ñìåùåíèå (ðèñ. 4.18).

Ðèñ. 4.17

Ðèñ. 4.18
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Ñìåñòè øåñòèóãîëüíèê. ×àñòü íàä îñüþ ñêëîíÿåòñÿ âïðàâî,
ïîä îñüþ — âëåâî. Èç êðóãà âîçíèêàåò ýëëèïñ. Îí âïèñàí â
îáðàç øåñòèóãîëüíèêà. Òî÷êè êàñàíèÿ â ïðîîáðàçå ïåðåõîäÿò
â òî÷êè êàñàíèÿ â îáðàçå.

4. Âîêðóã îêðóæíîñòè (ðèñ. 4.19) îïèñàíû äâà êâàäðàòà,
âìåñòå îáðàçóþùèå âîñüìèêîíå÷íóþ çâåçäó. Â îáðàçå ýëëèïñ
âïèñàí â ïîëó÷èâøèéñÿ îáðàç çâåçäû. Äëÿ ÿñíîñòè õîðîøî
íàðèñîâàòü êâàäðàòû ðàçëè÷íûìè öâåòàìè.

Ðèñ. 4.19
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5. Ãîìîòåòèÿ êàê5. Ãîìîòåòèÿ êàê5. Ãîìîòåòèÿ êàê5. Ãîìîòåòèÿ êàê5. Ãîìîòåòèÿ êàê
ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñìåùåíèþïðîòèâîïîëîæíîñòü ñìåùåíèþïðîòèâîïîëîæíîñòü ñìåùåíèþïðîòèâîïîëîæíîñòü ñìåùåíèþïðîòèâîïîëîæíîñòü ñìåùåíèþ

Ìû îõàðàêòåðèçîâàëè ñìåùåíèå êàê îòîáðàæåíèå, ìåíÿ-
þùåå ôîðìó, — íî íå ïëîùàäü ôèãóðû. Âïðî÷åì, ïðÿìûå ïðè
ñìåùåíèè âñåãäà îñòàþòñÿ ïðÿìûìè.

Ñóùåñòâóåò äðóãîå îòîáðàæåíèå — ìåíÿþùåå ïëîùàäü,
íî ñîõðàíÿþùåå ôîðìó. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ãîìîòåòèÿ.
Åñëè ñòàâèòñÿ öåëü óâåëè÷èòü çàäàííóþ ôèãóðó, ñîõðàíÿÿ
åå ôîðìó, òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïðèáåãíóâ ê ïîìîùè öåí-
òðà. Ïóñòü, íàïðèìåð, íóæíî óâåëè÷èòü ÷åòûðåõóãîëüíèê íà
ðèñ. 5.1. Âûáåðåì — ãäå-íèáóäü âíóòðè — öåíòð ãîìîòå-
òèè Z è ñîåäèíèì åãî ñ âåðøèíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ëó÷è
ãîìîòåòèè). Çàòåì ïåðåíåñåì îäíó èç ñòîðîí, íàïðèìåð à,
ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå âîâíå, äî à′. Âåðøèíû A è B ïåðå-
ìåñòÿòñÿ ïî ëó÷àì ãîìîòåòèè äî A′ è B′. Íà ðèñ.5.1 à âûíå-
ñåíî âîâíå íàñòîëüêî, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ZA è ZB óäâàèâàþò-
ñÿ; ñîîòâåòñòâåííî a′ îêàçûâàåòñÿ â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì
à.

Çàòåì ïàðàëëåëüíî âîâíå ìû âûíîñèì ñòîðîíó b, ïîêà îíà
íå ïðîéäåò ÷åðåç óæå ïîëó÷åííóþ òî÷êó B′ (ðèñ. 5.2). Íà
ñëåäóþùåì ëó÷å ãîìîòåòèè ìû ïîëó÷èì âåðøèíó Ñ′ (îíà â
äâà ðàçà äàëüøå îò Z ÷åì Ñ). È òàê äàëåå (ðèñ.5.3): ñ ïàðàë-
ëåëüíî ïåðåíîñèòñÿ äî Ñ′, è ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà D′. È
åñëè ìû ðàáîòàëè òî÷íî, óâåëè÷åííàÿ ôèãóðà çàìêíåòñÿ: òî
åñòü d′ (ïàðàëëåëüíàÿ d) ïðîéäåò ÷åðåç A′ è D′. Íåïîñðåä-
ñòâåííîå âïå÷àòëåíèå îò óâåëè÷åííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà —
åãî ôîðìà ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé ìàëåíüêîãî. Óãëû îäèíàêîâû,
îäèíàêîâû è îòíîøåíèÿ ñòîðîí; a′:b′=a:b; b′:c′=b:c è ò.ä. Òî
åñòü âñå ðàññòîÿíèÿ â îáðàçå â 2 ðàçà áîëüøå ðàññòîÿíèé â
ïðîîáðàçå. Ôèãóðû, ðîäñòâåííûå â ýòîì ñìûñëå äðóã äðóãó,
íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè. Îïèñàííîå íàìè îòîáðàæåíèå íà-
çûâàåòñÿ ãîìîòåòèåé. Êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ (èëè óìåíü-
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Ðèñ. 5.1

Ðèñ. 5.2

Ðèñ. 5.3
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øåíèÿ) íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ. Îí, ðàçóìååòñÿ,
íå îáÿçàí áûòü âñåãäà ðàâíûì 1:2. Îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé ïðè
ýòîì ðàâíû 1:4.

Íåîáõîäèì ëè öåíòð? Ìîæíî ïðîäåëàòü îïûò è êàê-ëèáî
ïåðåíåñòè âîâíå (íî òîëüêî ïàðàëëåëüíî) ÷åòûðå ñòîðîíû,
íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà îïðåäåëåííûé öåíòð (ðèñ.5.4) Ìû
òîò÷àñ óáåæäàåìñÿ, ÷òî óâåëè÷åííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê íå
îáëàäàåò ïåðâîíà÷àëüíîé ôîðìîé. Ó íåãî, ïðàâäà, ñîõðà-
íèëèñü óãëû, íî îòíîøåíèÿ ñòîðîí ñèëüíî ïîìåíÿëèñü, íà-
ïðèìåð ëåâîé ê âåðõíåé. Ìîæíî ñäåëàòü âòîðóþ ïîïûòêó è
âûäâèíóòü ñòîðîíû âîâíå íà îäèíàêîâîå ðàññòîÿíèå, íà-
ïðèìåð íà øèðèíó ëèíåéêè (ðèñ.5.5). Ñîõðàíèëàñü ëè òåïåðü
ôîðìà? Ïðîâåðèì îòíîøåíèÿ ñòîðîí: ñêàæåì, ñíîâà ëåâîé
ê âåðõíåé. Îíî èçìåíèëîñü — òî åñòü â öåëîì èçìåíèëàñü
è ôîðìà.

Ðèñ. 5.4

Ðèñ. 5.5

Ðèñ. 5.6
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Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñòîðîí òîëüêî òîãäà äàåò ñîõðà-
íÿþùåå ôîðìó ïðåîáðàçîâàíèå, êîãäà äâèæåíèå âåðøèí
ïðîèñõîäèò ïî ëó÷àì èç îäíîãî öåíòðà. Òîãäà âñå òî÷êè è
ïðÿìûå óäàëÿþòñÿ â ðàâíîì îòíîøåíèè îò öåíòðà (â îòíîøå-
íèè ïîäîáèÿ).

Âàæíîå èñêëþ÷åíèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðåóãîëüíèêè.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì êàê óãîäíî ïàðàëëåëüíî ïåðåíî-
ñèòü ñòîðîíû. Ñîåäèíèòåëüíûå ïðÿìûå ìåæäó ñîîòâåòñòâó-
þùèìè âåðøèíàìè ñàìè ñîáîé ïðîéäóò ÷åðåç îáùèé öåíòð!
(Ïðîâåäè ñîåäèíèòåëüíûå ïðÿìûå íà ðèñ. 5.6.) Ïðè÷èíà ýòî-
ãî óäèâèòåëüíîãî ôàêòà çàêëþ÷àåòñÿ â ôóíäàìåíòàëüíûõ
çàêîíàõ ïðîñòðàíñòâà; èõ ìîæíî îáñóæäàòü â ñòàðøèõ êëàñ-

Ðèñ. 5.7

Ðèñ. 5.8 Ðèñ. 5.9
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ñàõ (ñì. ãëàâó 17 èç êíèãè àâòîðà “Ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ”).
Öåíòð íå îáÿçàí ëåæàòü âíóòðè ôèãóðû, îí ìîæåò áûòü è

íà êðàþ (ðèñ.5.7 êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ 2/3, êîýôôèöèåíò
óâåëè÷åíèÿ ïëîùàäè 4/9), è äàæå âîâíå (ðèñ.5.8, óìåíüøåíèå
âñåõ äëèí íàïîëîâèíó, ïëîùàäåé — â ÷åòâåðòü). Âåðøèíû è
ñòîðîíû ìîãóò äàæå ïåðåìåñòèòüñÿ íà äðóãóþ ñòîðîíó öåíòðà
(ðèñ.5.9, êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ 3/2, êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ
ïëîùàäè 9/4).

Êàê îòîáðàæàåòñÿ ïðè ãîìîòåòèè îêðóæíîñòü? Êîãäà öåíòð
ãîìîòåòèè ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè, òîãäà óæ òî÷íî
ïîëó÷èòñÿ îêðóæíîñòü. À åñëè íåò? Íà ðèñ. 5.10 îêðóæíîñòü è
îïèñàííûé øåñòèóãîëüíèê îòîáðàæåíû ïî òåì æå çàêîíàì, ÷òî
è íà ðèñ. 5.1–5.3. Ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê îñòàåòñÿ
ïðàâèëüíûì! Êðóã îñòàåòñÿ êðóãîì! Ãîìîòåòèÿ ñîõðàíÿåò
ôîðìó!

Åñòü îñîáûé ñëó÷àé, êîãäà ãîìîòåòèÿ ñîõðàíÿåò òàêæå

Ðèñ. 5.10
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è ïëîùàäü (ðèñ.5.11). Åñëè âåðøèíû äâèæóòñÿ ê öåíòðó,
ïðîõîäÿò ñêâîçü íåãî è îêàçûâàþòñÿ ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íî íà ïðåæíåì ðàññòîÿíèè. Âîçíèêàåò öåíòðàëüíî-ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ôèãóðà. Ó íåå íå òîëüêî ôîðìà, íî è ðàçìåðû
ñîâïàäàþò ñ ðàçìåðàìè èñõîäíîé ôèãóðû. Îáðàç è ïðî-
îáðàç êîíãðóýíòíû. Ïîâîðîò íà 180° ñíîâà ñîâìåùàåò îáå
ôèãóðû.

Ïðèìåðû íà ãîìîòåòèþÏðèìåðû íà ãîìîòåòèþÏðèìåðû íà ãîìîòåòèþÏðèìåðû íà ãîìîòåòèþÏðèìåðû íà ãîìîòåòèþ

Âïèøè êâàäðàò â îêðóæíîñòü, ïîëóîêðóæíîñòü è ñåêòîð
(íàïðèìåð, ñ öåíòðàëüíûì óãëîì 60°). “Âïèñàòü” îçíà÷àåò: âñå
÷åòûðå âåðøèíû êâàäðàòà äîëæíû ëåæàòü íà ãðàíèöå êðóãà,
ïîëóêðóãà èëè ñåêòîðà.

Äëÿ îêðóæíîñòè çàäà÷à ðåøàåòñÿ ëåãêî: äîñòàòî÷íî ïî-
ñòðîèòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì äâà âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ äèàìåòðà: èõ êîíöû áóäóò âåðøèíàìè êâàäðàòà.
Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü

Ðèñ. 5.11
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êâàäðàòîâ. Íà ðèñ. 5.12—5.14 ðàññìîòðåíû òðè ïðèìåðà.
Äëÿ ïîëóêðóãà çàäà÷à ñëîæíåå: ïðåäñòàâèì ñåáå êâàäðà-

òû, âåðøèíû êîòîðûõ ëåæàò íà åãî ãðàíèöå — ãðàíèöåé
ÿâëÿåòñÿ è äèàìåòð. Âîîáðàæåíèå áûñòðî ïîäñêàæåò íàì:
òàêîé êâàäðàò ñóùåñòâóåò, è îí åäèíñòâåííûé. Îí ëåæèò
ïîñåðåäèíå äèàìåòðà (ðèñ.5.15). Íî êàê åãî ïîñòðîèòü? Ðàñ-
ïîëîæèì íà ñåðåäèíå äèàìåòðà ñïåðâà êâàäðàò ïîìåíüøå è
çàòåì óâåëè÷èì åãî ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â ñåðåäèíå äèà-
ìåòðà (ðèñ.5.16). Èëè áóäåì îòòàëêèâàòüñÿ îò áîëüøåãî êâàä-
ðàòà è óìåíüøèì åãî. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñàì ñîáîé íàïðà-
øèâàåòñÿ êâàäðàò, ïîñòðîåííûé íà äèàìåòðå (ðèñ.5.17). Çà-
òåì áóäåì ñòÿãèâàòü åãî âåðøèíû ê öåíòðó, ïîêà äâå “âåðõíèå”
âåðøèíû íå îêàæóòñÿ íà îêðóæíîñòè. Êîíñòðóêòèâíî ýòî
ðåøåíèå ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ïîñêîëüêó óìåíüøàþòñÿ è
âîçìîæíûå íåòî÷íîñòè ïðè ïîñòðîåíèè áîëüøîãî êâàäðàòà.

Ðèñ. 5.12 Ðèñ. 5.13 Ðèñ. 5.14

Ðèñ. 5.15 Ðèñ. 5.16 Ðèñ. 5.17
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À òðåòüÿ çàäà÷à? Êàê âïèñàòü â ñåêòîð (öåíòðàëüíûé óãîë
60°) êâàäðàò? Äâå âåðøèíû íà äóãå, ïî îäíîé — íà ðàäèó-
ñàõ (ðèñ. 5.18). Ïðè ïîñòðîåíèè ìîæíî îòòàëêèâàòüñÿ îò áîëü-
øåãî èëè ìåíüøåãî êâàäðàòà (ðèñ. 5.19). Â ïåðâîì ñëó÷àå
íàïðàøèâàåòñÿ êâàäðàò, ïîñòðîåííûé íà õîðäå.

Íî â ñåêòîð ìîæíî âïèñàòü áîëåå ÷åì îäèí êâàäðàò: íà
îäíîì ðàäèóñå ìîãóò ëåæàòü äâå âåðøèíû. Âîçìîæíûå âñïî-
ìîãàòåëüíûå êâàäðàòû óêàçàíû íà ðèñ. 5.20. Ïîñêîëüêó ñòîðî-
íà êâàäðàòà ìîæåò ëåæàòü è íà äðóãîì ðàäèóñå, ðåøåíèé òðè.
Ïðåêðàñíàÿ çàäà÷à äëÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ: îïðåäåëèòü ñòîðîíó
êâàäðàòà ïî ðàäèóñó è óãëó.

Çàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷è

Ðèñ. 5.18 Ðèñ. 5.19 Ðèñ. 5.20
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1. Íàðèñóé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè c=7 ñì, a=6 ñì, b=5
ñì. Âïèøè â òðåóãîëüíèê êâàäðàò, ñòîÿùèé íà ñòîðîíå c (a, b).

2. Âïèøè â êðóã (ïîëóêðóã, ñåêòîð) ïðÿìîóãîëüíèê, ñòîðîíû
êîòîðîãî îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó êàê 2 : 1. Ðåøåíèå â ïðèíöèïå
ïîäîáíî ñëó÷àþ ñ âïèñàííûì êâàäðàòîì. Îò áîëüøåãî èëè
ìåíüøåãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñëåäóåò îòòàëêèâàòüñÿ è â ñëó÷àå
îêðóæíîñòè.

3. (Ðèñ. 5.21): Óâåëè÷ü èç öåíòðà Z îêðóæíîñòü è îïèñàí-
íûé âîêðóã íåå øåñòèóãîëüíèê, íàïðèìåð óäâàèâàÿ ðàññòîÿ-
íèå îò ëþáîé òî÷êè äî Z.

4. (Ðèñ. 5.22): Óâåëè÷ü èç öåíòðà Z îêðóæíîñòü, ïðÿìî
óäâàèâàÿ ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí äî öåíòðà Z. Îñîáóþ ðîëü
èãðàþò êàñàòåëüíûå èç Z îêðóæíîñòè. Òî÷êè êàñàíèÿ îòûñêè-
âàþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè äàííîé îêðóæíîñòè ñ îêðóæíîñòüþ
Ôàëåñà, ïîñòðîåííîé íà ZM êàê íà äèàìåòðå. (Íà ðèñ. 5.22 îò
âñåé îêðóæíîñòè Ôàëåñà âèäèìû òîëüêî öåíòð è äâå äóãè.)

5. Ïîñòðîé äâå îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ ñòîðîí äàííîãî
óãëà è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äàííóþ òî÷êó P (ðèñ. 5.23). Óêàçà-
íèå: Ïîñòðîé âíà÷àëå ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü, êàñàþùóþ-
ñÿ ñòîðîí óãëà è íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç P. Çàòåì óìåíüøè èëè
óâåëè÷ü åå ãîìîòåòèåé èç âåðøèíû óãëà òàê, ÷òîáû ëåâûé èëè
ïðàâûé êðàé ïðîøåë ÷åðåç P. (Ãðå÷åñêèé ãåîìåòð Àïîëëîíèé
ïîñòàâèë çàäà÷ó â îáùåì âèäå: ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó è êàñàþùóþñÿ äàííûõ
ïðÿìûõ èëè äàííûõ îêðóæíîñòåé. Íàøà çàäà÷à — ÷àñòíûé
ñëó÷àé çàäà÷è Àïîëëîíèÿ.)
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Ðèñ. 5.21

Ðèñ. 5.22

Ðèñ. 5.23
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6. Ýêñêóðñ â ñòàðøèå êëàññû:6. Ýêñêóðñ â ñòàðøèå êëàññû:6. Ýêñêóðñ â ñòàðøèå êëàññû:6. Ýêñêóðñ â ñòàðøèå êëàññû:6. Ýêñêóðñ â ñòàðøèå êëàññû:
öåíòðàëüíî-îñåâûå êîëëèíåàöèèöåíòðàëüíî-îñåâûå êîëëèíåàöèèöåíòðàëüíî-îñåâûå êîëëèíåàöèèöåíòðàëüíî-îñåâûå êîëëèíåàöèèöåíòðàëüíî-îñåâûå êîëëèíåàöèè

Â ñòàðøåé øêîëå ó÷åíèêè óçíàþò, ÷òî ñìåùåíèå è ãîìîòå-
òèÿ — äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ áîëåå îáùåãî îòîáðàæåíèÿ, òàê
íàçûâåìîé öåíòðàëüíî-îñåâîé êîëëèíåàöèè. Êîëëèíåàöèåé
íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå ïðÿìûå â
ïðÿìûå. Öåíòðàëüíî-îñåâàÿ êîëëèíåàöèÿ èìååò êàê îñü, òàê
è öåíòð. Ïðè îòîáðàæåíèè òî÷êè äâèæóòñÿ ïî ëó÷àì,
ïðîõîäÿùèì ÷åðåç öåíòð (êàê â ñëó÷àå ãîìîòåòèè), à ïðÿìûå
ïîâîðà÷èâàþòñÿ âîêðóã òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ (êàê â
ñëó÷àå ñìåùåíèÿ).

Òðåáóåòñÿ, ñêàæåì, îòîáðàçèòü îïèñàííûì îáðàçîì òðåó-
ãîëüíèê (ðèñ. 6.1). Ñîåäèíèì åãî âåðøèíû ñ öåíòðîì (ëó÷àìè
êîëëèíåàöèè), à ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí ïåðåñå÷åì ñ îñüþ
(íåïîäâèæíûå òî÷êè). Ïåðåìåñòèì Ñ âäîëü ëó÷à êîëëèíåà-
öèè äî Ñ′ (âíóòðü èëè âîâíå — íåâàæíî). Ïðè ýòîì äâèæóòñÿ
îáå ñòîðîíû a è b, ïîâîðà÷èâàÿñü âîêðóã ñâîèõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê äî ïîëîæåíèé a′ è b′ (ðèñ. 6.2). Ïðè ýòîì âðàùåíèè A è B
ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî â A′ è B′, ñêîëüçÿ ïî ñâîèì ëó÷àì

Ðèñ. 6.1
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êîëëèíåàöèè. Íàêîíåö, ïðî÷åðòèì òðåòüþ ñòîðîíó (ðèñ. 6.3):
c′ ñîåäèíÿåò A′, B′ è Fc. Âñå ïåðåìåùåíèÿ ïðîèñõîäÿò ïî ñóòè
îäíîâðåìåííî. Íî ïîñòðîåíèå ìîæíî âûïîëíèòü òîëêî
ïîýòàïíî, ïðè ýòîì ñëåäóåò ÷åðåäîâàòü ïîñòðîåíèÿ îáðàçîâ
òî÷åê è ïðÿìûõ.

Ïîäîáíûì îáðàçîì íà ðèñ. 6.4—6.6 ïîñòðîåíî îòîáðàæå-
íèå ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà. D ïåðåõîäèò â D′; c è d ïîä-
õâàòûâàþòñÿ òî÷êîé D è, ïîâîðà÷èâàÿñü âîêðóã FC è FD, ïå-
ðåõîäÿò â ïîëîæåíèå c′ è d′. Ïðè ýòîì E è C ñäâèãàþòñÿ äî E′
è C′. Çàòåì b è c è òàê äàëåå. Â èòîãå âîçíèêàåò øåñòèóãîëü-
íèê ñ íîâîé ôîðìîé è ïëîùàäüþ! Ðàçâå íå çäîðîâî? Îí íå

Ðèñ. 6.2

Ðèñ. 6.3
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óñòóïàåò ñâîåìó ïðàâèëüíîìó ñîáðàòó, ïîñêîëüêó îáëàäàåò
âíóòðåííåé äèíàìèêîé! Ñëåäóþùèì øàãîì ìîæíî D ïåðåâåñ-
òè â D′  è ïîâòîðèòü âñå ñíà÷àëà. Òàê ïîÿâèòñÿ öåëîå
ñåìåéñòâî øåñòèóãîëüíèêîâ, çàêîíîìåðíî ñìåÿþùèõ äðóã
äðóãà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìåòàìîðôîçà!

Ðèñ. 6.4

Ðèñ. 6.5

Ðèñ. 6.6
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7. Ââåäåíèå7. Ââåäåíèå7. Ââåäåíèå7. Ââåäåíèå7. Ââåäåíèå
â òåîðåìó Ïèôàãîðàâ òåîðåìó Ïèôàãîðàâ òåîðåìó Ïèôàãîðàâ òåîðåìó Ïèôàãîðàâ òåîðåìó Ïèôàãîðà

Ìû ïåðåõîäèì òåïåðü ê òåîðåìå Ïèôàãîðà. Çíà÷åíèå
ýòîé òåìû íåâîçìîæíî ïåðåîöåíèòü. ×èñòî ïðåäìåòíî ýòà
òåîðåìà èãðàåò â ìàòåìàòèêå îãðîìíóþ ðîëü. Íî ãîðàçäî
âàæíåå åå çíà÷åíèå äëÿ äóõîâíîé èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà.

Â ÷åì ñîñòîÿëà ìèññèÿ Ïèôàãîðà? Îí äîëæåí áûë ïå-
ðåéòè îò ìèñòè÷åñêîãî, îáðàçíîãî ñîçíàíèÿ ê ìûñëèòåëü-
íîìó ïîñòèæåíèþ ìèðà, ê òîìó, ÷òî ìû íàçûâàåì “ìûñëè-
òåëüíûì ìèðîâîñïðèÿòèåì” (ñì. ãëàâó “Ìèðîâîççðåíèå ãðå-
÷åñêèõ ìûñëèòåëåé” â êíèãå Ð.Øòåéíåðà “Çàãàäêè
ôèëîñîôèè”). Åñòåñòâåííî, âíà÷àëå ýòî ïðîèñõîäèëî â óç-
êîì êðóãó ëþäåé, ñîáðàííûõ èì â Êðîòîíå â Þæíîé Èòà-
ëèè1. Íî èç ýòîãî íåáîëüøîãî êðóæêà ïèôàãîðåéöåâ èñõîäè-
ëî îãðîìíîå âëèÿíèå, è ãåîãðàôè÷åñêè, è èñòîðè÷åñêè íà
ñòîëåòèÿ, íà òûñÿ÷åëåòèÿ, âïëîòü äî íàøèõ äíåé. Ìû íå
çíàëè, êàê èìåííî ðàññìàòðèâàë Ïèôàãîð ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê è êâàäðàòû åãî ñòîðîí. Íî îïðåäåëåííî ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî ýòèìè ðàññìîòðåíèÿìè îí ñòðåìèëñÿ ïðîáóæ-
äàòü, ïðîñâåòëÿòü, óêðåïëÿòü è óãëóáëÿòü ìûñëèòåëüíóþ
æèçíü ñâîèõ ó÷åíèêîâ. Äóõîâíîå ñðåäñòâî âîñïèòàíèÿ!
Òàêóþ æå ðîëü èãðàëè ýòè ðàññìîòðåíèÿ íà ïðîòÿæåíèè áî-
ëåå ÷åì äâóõ òûñÿ÷åëåòèé è ïðîäîëæàþò èãðàòü ñåãîäíÿ,
íî òåïåðü óæå íå äëÿ óçêîãî êðóãà ëþäåé, à äëÿ âñåõ øêîëü-
íèêîâ. Íè îäíà ôèãóðà íå áûëà ïðåäìåòîì ñòîëü ãëóáîêî-
ìûñëåííûõ ðàçìûøëåíèé. Ìûñëèòåëüíàÿ ôàíòàçèÿ âñå âðå-
ìÿ âäîõíîâëÿëàñü åþ; áûëè ïðèäóìàíû áåñ÷èñëåííûå
äîêàçàòåëüñòâà. Íåêîòîðûå èç íèõ ìû òåïåðü ðàññìîòðèì1.

1 Ñì. îòëè÷íóþ îñíîâàòåëüíóþ ðàáîòó Ýðíñòà Áèíæåëÿ “Ïèôàãîð”.
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×òî æå îòëè÷àåò ýòó òåîðåìó? Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå
òðåóãîëüíèêè — è îñòðîóãîëüíûå, è òóïîóãîëüíûå (ðèñ.7.1).
×åì âûäåëÿþòñÿ èç ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ òðåóãîëüíèêè ïðÿìî-
óãîëüíûå? Òåì, ÷òî îíè ñîñòàâëÿþòñÿ èç îñîáûõ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ íàïðàâëåíèé — ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè (ðèñ. 7.2)!
Íàãëÿäíî ãîðèçîíòàëü è âåðòèêàëü ìû ïåðåæèâàåì íà ïðèìåðå
âîäíîé ïîâåðõíîñòè è ïàäàþùåãî íà íåå êàìíÿ. Èëè Çåìëè è
ñòîÿùåãî íà íåé ÷åëîâåêà. Êîãäà-òî â äåòñòâå ìû îáðåëè
âåðòèêàëü. Â âûñøåé ñòåïåíè èíòåðåñíî íàáëþäàòü çà òåì,
êàê ðåáåíîê ñíîâà è ñíîâà çàâîåâûâàåò âåðòèêàëü, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ ñ åãî ñòîðîíû íå òîëüêî ôèçè÷åñêèì, íî è
ìîðàëüíûì ïîñòóïêîì. Â ðå÷è ìû âûðàæàåì ìîðàëüíóþ ñòî-
ðîíó ýòîãî ôàêòà òàê: “ïðÿìîé ÷åëîâåê, ñòîéêèé ÷åëîâåê,
ïðÿìîé õàðàêòåð”.

Ðèñ. 7.1 ïåðåæèâàåòñÿ íàìè èíà÷å, ÷åì ðèñ. 7.2: âîçíèêà-
åò îùóùåíèå, ÷òî òðåóãîëüíèêè íà ðèñ.7.2 ñòîÿò íà ãîðèçîí-
òàëè êàê ìàëåíüêèå êàôåäðû íà ñòîëå.

Ñòîðîíàì, îáðàçóþùèì ïðÿìîé óãîë, ãðåêè äàëè îñîáûå
íàçâàíèÿ — êàòåòû. Íàêëîííóþ ïðÿìóþ îíè íàçûâàëè
ãèïîòåíóçîé. Îíà âñåãäà ëåæèò ïðîòèâ ïðÿìîãî óãëà.

Íî, äàæå êîãäà ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè èçîáðàæå-
íû èíà÷å (ðèñ.7.3), ìû ÷óâñòâóåì, ÷òî äâå ñòîðîíû â íèõ
íàõîäÿòñÿ â îñîáîì îòíîøåíèè äðóã ê äðóãó. Ìû âñå åùå
ãîâîðèì î “ñòîÿíèè”, “âåðòèêàëüíîñòè ïî îòíîøåíèþ äðóã ê
äðóãó”.

Ýòà “âåðòèêàëüíîñòü ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó” ïðèîá-
ðåòàåò îñîáûé õàðàêòåð, êîãäà òðåòüÿ ñòîðîíà — ãèïîòåíó-
çà — ëåæèò, ëåæèò ãîðèçîíòàëüíî, è ìû ðàññìàòðèâàåì
ðàçëè÷íûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, ïîñòðîåííûå íà
îäíîé ãèïîòåíóçå (ðèñ. 7.4, ñåðåäèíà). Ïðÿìîóãîëüíûå òðå-
óãîëüíèêè çàïîëíÿþò ïîëóêðóã (êðóã Ôàëåñà), äèàìåòð
êîòîðîãî — ãèïîòåíóçà, ÷òî îçíà÷àåò “ïåðåòÿãèâàþùàÿ”

1 Àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ýëèøà Ñêîòò Ëóìèñ (Elisha Scott Loomis) ñîáðàë â
êíèãå “Òåîðåìà Ïèôàãîðà” (“The Pythagorean Proposition”) 215 äîêàçàòåëüñòâ, ìíîãèå
èç êîòîðûõ âû÷èñëèòåëüíûå.
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Ðèñ. 7.1

Ðèñ. 7.2

Ðèñ. 7.3

Ðèñ. 7.4
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ïðÿìîé óãîë.
Ïðàâäà, îñòðîóãîëüíûå è òóïîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ñ

îáùèì îñíîâàíèåì è îäèíàêîâûì óãëîì ïðè âåðøèíå òàêæå
çàïîëíÿþò ÷àñòü îêðóæíîñòè. Òóïîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè
ñëîâíî ñäàâëåíû åå ïëîñêèì ñâîäîì (ðèñ. 7.4, ñïðàâà).
Îñòðîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàñïèðàþò
ñâîþ ÷àñòü êðóãà (ðèñ. 7.4, ñëåâà). Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëü-
íèêè íå âçëåòàþò è íå ñòåëþòñÿ — îíè ãàðìîíè÷íî óäåðæèâà-
þòñÿ.

Íî, ìîæåò áûòü, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè âûäåëÿþò-
ñÿ íå òîëüêî ñâîèì ïðÿìûì óãëîì, íî è äëèíàìè ñòîðîí?
Ïðîñòûìè äëèíàìè — íåò! Êîíå÷íî, ãèïîòåíóçà äëèííåå
êàòåòîâ; íî âåäü â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ áîëüøåé ñòî-
ðîíû ëåæèò áîëüøèé óãîë.

Îñîáåííîñòü ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âûñòó-
ïàåò òîëüêî ïðè ðàññìîòðåíèè ïëîùàäåé; îñîáåííî ïëîùà-
äåé êâàäðàòîâ, õîòÿ ìîãóò áðàòüñÿ è äðóãèå ôèãóðû (ñì. ãë.16:
“Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå Ïèôàãîðà”). Îäíàêî
êëþ÷åâàÿ ôèãóðà — êâàäðàò.

Ïðèðèñóåì êâàäðàòû ê ñòîðîíàì íå òîëüêî ïðÿìîóãîëü-
íîãî, íî è îñòðî- è òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêîâ (ðèñ.7.5).
Ñðåäíÿÿ ôèãóðà âûäåëÿåòñÿ: îíà àðõèòåêòóðíî çàêîí÷åí-
íåå äâóõ äðóãèõ. Ñòîðîíû âåðõíèõ êâàäðàòîâ ïåðåñåêàþò-
ñÿ â âåðøèíå òðåóãîëüíèêà, îáðàçóÿ ÷åòûðå ïðÿìûõ óãëà.
Ñòîðîíà îäíîãî êâàäðàòà ìÿãêî ïåðåõîäèò â ñòîðîíó äðóãî-
ãî. Â ñëó÷àå òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, âåðõíèå êâàäðàòû
“êèâàþò” âíèç, íèæíèå — ñìîòðÿò ââåðõ. Íà âñåõ òðåõ
ðèñóíêàõ íèæíèé êâàäðàò îäèí è òîò æå. Â òóïîóãîëüíîì òðå-
óãîëüíèêå âåðõíèå êâàäðàòû ìåíüøå íèæíåãî, â îñòðîóãîëü-
íîì — áîëüøå. Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà äàæå
íà ïåðâûé âçãëÿä äîñòèãíóòî ðàâíîâåñèå.

Îùóùåíèå ðàâíîâåñèÿ ïåðåõîäèò â óâåðåííîñòü, åñëè
èçîáðàçèòü ñëó÷àé ñàìîãî ñïåöèàëüíîãî èç âñåõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ — ñèììåòðè÷íîãî â ñàìîì ñåáå, ðàâíî-
áåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 7.6). Âèäíî, êàê
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êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàñïàäàåòñÿ íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà,—
êîíãðóýíòíûõ èñõîäíîìó,— è êàæäûé èç êâàäðàòîâ êàòåòîâ
ìîæåò áûòü ñîñòàâëåí èç äâóõ òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ. Èòàê,
ïîëíîå ðàâíîâåñèå ïëîùàäåé: äâà êâàäðàòà êàòåòîâ
âìåñòå ðàâíû êâàäðàòó ãèïîòåíóçû.

Â ñîñåäíèõ ôèãóðàõ (îñòðî- è òóïîóãîëüíîì ðàâíîáåäðåí-
íîì òðåóãîëüíèêàõ) íåðàâåíñòâî áðîñàåòñÿ â ãëàçà. Îñîáåí-
íî — “çàâàëèâàíèå” êâàäðàòîâ âíóòðü èëè íàðóæó.

Êàê îáñòîèò äåëî ñ ðàâíîâåñèåì ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì
êâàäðàòàìè â ñëó÷àå, åñëè òðåóãîëüíèê íå ðàâíîáåäðåííûé?
Ýòîò âîïðîñ ìû îáñóäèì â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Ðèñ. 7.5

Ðèñ. 7.6
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8. Òåîðåìà Ïèôàãîðà8. Òåîðåìà Ïèôàãîðà8. Òåîðåìà Ïèôàãîðà8. Òåîðåìà Ïèôàãîðà8. Òåîðåìà Ïèôàãîðà

Ñïåðâà èçîáðàçèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê òàê, ÷òî-
áû îñîáåííî îò÷åòëèâî âûäåëÿëñÿ ïðÿìîé óãîë: îäèí êàòåò
ïðè ýòîì áóäåò ãîðèçîíòàëåí, äðóãîé — âåðòèêàëåí.

Ïðîñòî íàðèñîâàâ òðè êâàäðàòà (ðèñ. 8.1), åñòåñòâåííî,
íè÷åãî íåëüçÿ çàêëþ÷èòü îá èñêîìîì ðàâåíñòâå. Ôèãóðà äîë-
æíà áûòü äîïîëíåíà, óâèäåíà â áîëåå øèðîêîì êîíòåêñòå,
÷òîáû åå òàéíîå ñòàëà ÿâíûì. Ìû íà÷íåì íåìåäëåííî, òîëü-
êî ïîïðîáóåì ïî÷óâñòâîâàòü, ãäå æå ïåðâîå ïðèãëàøåíèå ê
äîïîëíåíèþ?

Ïðèðèñóåì ê òðåóãîëüíèêó òîëüêî êâàäðàòû êàòåòîâ (ðèñ.
8.2). Ñëåâà âíèçó ìåæäó êâàäðàòàìè äûðêà — åå íóæíî äî-
ïîëíèòü ïðÿìîóãîëüíèêîì. Ñïðàâà ââåðõó íàïðàøèâàåòñÿ åùå
îäèí èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Êâàäðàòû
êàòåòîâ, òàêèì îáðàçîì, âêëþ÷åíû â îäèí áîëüøîé ÷åòûðå-
õóãîëüíèê, è íå ïðîñòî â ÷åòûðåõóãîëüíèê, à â êâàäðàò,
ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû a+b.

Êâàäðàò ãèïîòåíóçû îäíîé ñòîðîíîé ïðèìûêàåò ê òðåóãîëü-
íèêó (ðèñ.8.3). Íåëüçÿ ëè “ïðèñòðîèòü” òðåóãîëüíèêè è ê äðó-
ãèì åãî ñòîðîíàì? Äîñòàòî÷íî òîëüêî ïðîäëèòü êàòåòû, ïðî-
âåñòè ÷åðåç ïðàâóþ âåðøèíó âåðòèêàëü, à ÷åðåç ëåâóþ —
ãîðèçîíòàëü, è òðåóãîëüíèêè ãîòîâû, ïðè÷åì, îïÿòü-òàêè,
âîçíèêàåò îáúåäèíÿþùèé ïðÿìîóãîëüíèê. Ïîõîæ íà êâàäðàò?
Äåéñòâèòåëüíî?

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà (ðèñ.8.4). Áåçóñëîâíî,
îíè âñå ïðÿìîóãîëüíûå, ïîñêîëüêó ñòîðîíû îáúåìëþùåãî
ïðÿìîóãîëüíèêà âåðòèêàëüíû è ãîðèçîíòàëüíû. Êðîìå òîãî,
ó âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû ãèïîòåíóçû (ñòîðîíà êâàäðà-
òà). À äðóãèå óãëû? Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îñòðûå
óãëû α è β âìåñòå ñîñòàâëÿþò α+β=90° (ñóììà âñåõ óãëîâ
= 180°, à ïîñêîëüêó γ=90°, çíà÷èò, α+β+90°=180°, çíà÷èò
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Ðèñ. 8.1

Ðèñ. 8.2

Ðèñ. 8.3 Ðèñ. 8.4
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α+β=90°). Íî òîãäà óãîë òðåóãîëüíèêà 2 ïðè âåðøèíå À
äîëæåí áûòü ðàâåí β, âåäü âìåñòå ñ α è ïðÿìûì óãëîì
êâàäðàòà îí ñîñòàâëÿåò 180° (ðàçâåðíóòûé óãîë ïðè âåðøè-
íå À). Òîãäà óãîë ïðè âåðøèíå D äîëæåí áûòü ñíîâà ðàâåí
α (ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà 2). Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ
ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû äëÿ óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ 3 è 4, è
âûÿñíèòñÿ, ÷òî îíè òàêæå ðàâíû α  è β. Èòàê, ÷åòûðå
òðåóãîëüíèêà èìåþò ðàâíûå ãèïîòåíóçû è ïðèëåæàùèå óãëû.
Òàêèå òðåóãîëüíèêè êîíãðóýíòíû, òî åñòü ó íèõ ðàâíû è
îñòàëüíûå ñòîðîíû. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî êàòåòû a è b.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ñòîðîíà êâàäðàòà ñîñòîèò èç êîïèè êàòåòà
a è êàòåòà b, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñòîðîíû ðàâíû a+b è
ïðÿìîóãîëüíèê — êâàäðàò.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ôèãóðó â öåëîì (ðèñ.8.5). Êâàäðàò
ãèïîòåíóçû + 4 òðåóãîëüíèêà îáðàçóþò âåðõíèé êâàäðàò.
Êâàäðàòû êàòåòîâ + 2 ïðÿìîóãîëüíèêà äàþò íèæíèé êâàäðàò.
Ñòîðîíû îáîèõ îáúåìëþùèõ êâàäðàòîâ = a+b — çíà÷èò,
êâàäðàòû êàòåòîâ âìåñòå äîëæíû áûòü ðàâíû êâàäðàòó ãè-
ïîòåíóçû! Òàéíà ôèãóðû ðàñêðûòà!

Òàêèå ðàññóæäåíèÿ — ýòî ñëîâíî áåñåäà ìåæäó ñîçåðöà-
þùèì è ìûñëÿùèì äóõîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ãåîìåòðè÷åñ-
êîé ôèãóðîé — ñ äðóãîé. Âàæíàÿ öåëü ïðåïîäàâàíèÿ ãåîìåò-
ðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ó÷åíèêè ñìîãëè ïîñòåïåííî
âæèâàòüñÿ â òàêèå áåñåäû. Îíè ðàçâèâàþò ìûñëÿùåå ñîçåð-
öàíèå è ñîçåðöàòåëüíîå ìûøëåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòîãî íåëüçÿ
äîñòè÷ü âî âñåé ïîëíîòå íà ïåðâîì æå óðîêå. Ãîðàçäî ëó÷øå,
÷òîáû òàêàÿ áåñåäà ìîãëà ðàçâèâàòüñÿ ïîñòåïåííî. Ðèñóíîê
ìîæåò íåñêîëüêî äíåé îñòàâàòüñÿ íà äîñêå èëè ïîÿâèòüñÿ íà
íåé ÷åðåç íåäåëè ñíîâà. Ó÷èòåëü ïîñòîÿííî âîçâðàùàåò ê
íåìó ó÷åíèêîâ, ñ êàæäûì ðàçîì ïðîÿñíÿÿ âçàèìîñâÿçè.
Ñïåðâà îíè ÷óòü áðåçæàò; ÷åì äàëüøå, òåì ÷åò÷å ñòàíîâÿòñÿ
ñëîâà, ïðè÷åì âìåñòå ñ ïîèñêîì íóæíûõ ñëîâ îôîðìëÿþòñÿ
ïîíÿòèÿ. Ñî âðåìåíåì ðàçâèâàåòñÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîå
ìûøëåíèå “åñëè — òîãäà”, êàê ýòî ïðåäñòàâëåíî ïðè ðàññìîò-
ðåíèè óãëîâ òðåóãîëüíèêà. Òàêèå ìûñëèòåëüíûå ñèëû
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óêðåïëÿþò ðàçâèâàþùèåñÿ ñèëû ñóæäåíèÿ. Îíè — òîò
äóõîâíûé ñâåò, êîòîðûé îñâåùàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ âçàèìî-
ñâÿçü.

Ðàçóìååòñÿ, ïîêà ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îäíà ôèãóðà,
ýòà âçàèìîñâÿçü íå ìîæåò åùå ïîëíîöåííî îæèòü â ñîçíà-
íèè. Ñëåäóþò äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ òàêîãî æå ðîäà; ñ
êàæäûì — ïåðåæèâàíèå óãëóáëÿåòñÿ.

Ðèñ. 8.5

Ðèñ. 8.6 Ðèñ. 8.7
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Ñëåäóþùàÿ ñòóïåíü ïåðâîãî ðàññìîòðåíèÿ: íàðèñóåì
òðåóãîëüíèêè 3 è 4 âíóòðè êâàäðàòà ãèïîòåíóçû, ïðîâåäÿ
âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ ÷åðåç âåðõíþþ è ãîðèçîíòàëüíóþ —
÷åðåç ïðàâóþ è ëåâóþ âåðøèíû (ðèñ.8.6). Êîíå÷íî æå, ïîëó-
÷èâøèåñÿ òðåóãîëüíèêè îïÿòü ïðÿìîóãîëüíûå ñ ãèïîòåíóçîé
ñ (ðèñ. 8.7). È êîíå÷íî æå, ó íèõ òå æå îñòðûå óãëû α è β, ÷òî
è ó òðåóãîëüíèêîâ 1 è 2. Âåäü òðåóãîëüíèê 3 — ýòî ïðîñòî
ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåííûé òðåóãîëüíèê 1 (à òðåóãîëüíèê 4
— ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåííûé òðåóãîëüíèê 2). Ñíîâà
ðàáîòàåò ïðèçíàê êîíãðóýíòíîñòè: òðåóãîëüíèêè êîíãðóýíò-
íû ïî ñòîðîíå (â äàííîì ñëó÷àå ýòî ãèïîòåíóçà) è ïðèëåãà-
þùèì óãëàì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíû è ñîîòâåòñòâóþùèå
ïàðû äðóãèõ ñòîðîí, òî åñòü âñå ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà èìåþò
êàòåòû a è b. Íî òîãäà è äâà êâàäðàòà êàòåòîâ ëåãêî âïèñû-
âàþòñÿ â ôèãóðó! Îíè óæå ïî÷òè âèäíû! Íóæíî òîëüêî çàøò-
ðèõîâàòü (ðèñ. 8.8). Ñïðàâà b2, ñëåâà a2; îáà êâàäðàòà êàòå-
òîâ ñòîÿò íà îáùåì îñíîâàíèè è ñîïðèêàñàþòñÿ îäíîé ñòî-
ðîíîé.

Çàøòðèõóåì êâàäðàò ãèïîòåíóçû è êâàäðàòû êàòåòîâ.
Îáëàñòü ïåðåñå÷åíèÿ ôèãóð âûäåëÿåòñÿ íàëîæåíèåì øòðè-
õîâîê (ðèñ. 8.9). Âîçíèêàåò íåïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê ñ
âîãíóòîñòüþ. Åñëè ïðèáàâèòü ê íåìó òðåóãîëüíèêè 1 è 2,

Ðèñ. 8.8 Ðèñ. 8.9
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ïîëó÷àòñÿ êâàäðàòû êàòåòîâ (ðèñ. 8.10). Åñëè ïðèáàâèòü ê
íåìó òðåóãîëüíèêè 3 è 4, ïîëó÷èòñÿ êâàäðàò ãèïîòåíóçû (ðèñ.
8.11). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ðàâíà ïÿòèóãîëü-
íèêó — 2 òðåóãîëüíèêà; ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàò ãèïîòåíóçû
ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ.

Ìîæíî íàðèñîâàòü ôèãóðó íà êàðòîíå, âûðåçàòü ïÿòèóãîëü-
íèê è îáà òðåóãîëüíèêà è ñëîæèòü èõ ïî ðèñ.8.10 èëè 8.11. Â
âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèå ê ïðàâîé è ëåâîé
âåðøèíå ïÿòèóãîëüíèêà, ìîæíî âîòêíóòü áóëàâêè è íà÷àòü ïî-

Ðèñ. 8.10

Ðèñ. 8.11

Ðèñ. 8.12 Ðèñ. 8.13
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âîðà÷èâàòü òðåóãîëüíèêè. Íèæíåå ïîëîæåíèå — ðèñ.8.10, âåð-
õíåå — ðèñ.8.11.

Áîëüøîå ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ðàññìîòðåíèÿ: ñóììà êâàä-
ðàòîâ êàòåòîâ âûñòóïàåò êàê åäèíîå öåëîå.

Äâà íîâûõ ðàêóðñà: ïÿòèóãîëüíèê ïðèíàäëåæèò êàê êâàä-
ðàòó ãèïîòåíóçû, òàê è îáîèì êâàäðàòàì êàòåòîâ (ðèñ. 8.12).
Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ äåëèò åãî íà äâå ÷àñòè. Ñíîâà èçîáðàçèì
êâàäðàòû êàòåòîâ ñ âíåøíåé ñòîðîíû (ðèñ. 8.13); òîãäà äâå
÷àñòè ïÿòèóãîëüíèêà ìîæíî ïåðåìåñòèòü êàê â êâàäðàò
ãèïîòåíóçû, òàê è â êâàäðàòû êàòåòîâ.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî â a2 è c2 äóáëèðóåòñÿ è èñõîäíûé òðåó-
ãîëüíèê (ðèñ. 8.14).

Ñóììàðíûé îñòàòîê â êâàäðàòàõ êàòåòîâ ñíîâà ÿâëÿåò-
ñÿ òðåóãîëüíèêîì (ðèñ. 8.15), èáî îáà îñíîâàíèÿ a–b è b
âìåñòå äàþò à. Âåðõíèé òðåóãîëüíèê â êâàäðàòå ãèïîòåíó-
çû ìîæåò áûòü ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ðàçäåëåí íà äâå
÷àñòè.

Êâàäðàòû ïîäåëåíû òåïåðü òàê (ðèñ.8.16), ÷òî â êâàäðàòå
ãèïîòåíóçû è â îáîèõ êâàäðàòàõ êàòåòîâ âìåñòå ñîäåðæèòñÿ

Ðèñ. 8.14
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ïî 5 ÷àñòåé. Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå
êâàäðàòîâ êàòåòîâ.

Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî íàçûâàþò äîêàçàòåëüñòâîì ÷åðåç
ðàçëîæåíèå èëè çàìîùåíèå. Êàê ïàðêåòíûé ïîë ñîñòîèò èç
êóñêîâ, òàê è çäåñü êâàäðàòû. Âàðèàíòîâ òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ
ìíîãî.

Ñëåäóþùåå ðàññìîòðåíèå — ïîäãîòîâêà ê ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ñêàçêå Ãâèäî Ãàóêà “Êàê Ïèôàãîð îòêðûë ñâîþ òåîðåìó”.
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Ðèñ. 8.15

Ðèñ. 8.16
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9. “Êàê Ïèôàãîð îòêðûë9. “Êàê Ïèôàãîð îòêðûë9. “Êàê Ïèôàãîð îòêðûë9. “Êàê Ïèôàãîð îòêðûë9. “Êàê Ïèôàãîð îòêðûë
ñâîþ òåîðåìó”ñâîþ òåîðåìó”ñâîþ òåîðåìó”ñâîþ òåîðåìó”ñâîþ òåîðåìó”
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñêàçêà ÃâèäîÌàòåìàòè÷åñêàÿ ñêàçêà ÃâèäîÌàòåìàòè÷åñêàÿ ñêàçêà ÃâèäîÌàòåìàòè÷åñêàÿ ñêàçêà ÃâèäîÌàòåìàòè÷åñêàÿ ñêàçêà Ãâèäî
ÃàóêàÃàóêàÃàóêàÃàóêàÃàóêà1

Ïîäãîòîâèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿÏîäãîòîâèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿÏîäãîòîâèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿÏîäãîòîâèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿÏîäãîòîâèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ

Îñîáåííî ëåãêî óâèäåòü òåîðåìó Ïèôàãîðà â ðàâíîáåä-
ðåííîì ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå (ðèñ. 9.1). Äîñòàòî÷íî
ðàçäåëèòü êâàäðàò ãèïîòåíóçû è äâà êâàäðàòà êàòåòîâ íà 4
ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà; âñå îíè êîíã-
ðóýíòíû èñõîäíîìó.

Ìîæíî ëè âûéòè èç ïîëîæåíèÿ, åñëè òðåóãîëüíèê íå
ðàâíîáåäðåííûé? Ïîïðîáóåì ñîõðàíèòü îñíîâíîé ïðèíöèï:
è ñâåðõó, è ñíèçó ìû ïðèáàâëÿåì ïî ÷åòûðå êîíãðóýíòíûõ
èñõîäíîìó òðåóãîëüíèêà.

Ïîñòðîèòü çàêîí÷åííûé êâàäðàò ãèïîòåíóçû â ýòîì ñëó-
÷àå íå óäàñòñÿ, âåäü âåðøèíû Ñ íèæíèõ òðåóãîëüíèêîâ áîëü-
øå íå ñîâïàäàþò, îíè ñäâèíóòû äðóã ïî îòíîøåíèþ ê äðóãó
(ðèñ. 9.2). Óãëû α è β äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî 90°, òàê ÷òî
ãèïîòåíóçû Ñ îñòàþòñÿ ñòîðîíàìè êâàäðàòà ãèïîòåíóçû. Íî
âíóòðè äûðêà! Äûðêà êâàäðàòíàÿ, ñî ñòîðîíîé b–a (ðèñ. 9.3).
À ââåðõó? Ââåðõó ïîëó÷àþòñÿ çàìêíóòûå ôèãóðû, íî íå êâàä-
ðàòû à ïðÿìîóãîëüíèêè (ðèñ. 9.4).

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàê ðèñ. 9.1 ïðåâðàùàåòñÿ â ðèñ.
9.5. Êàêèå ÷àñòè ðèñ. 9.5 ðàâíîâåëèêè? Îáà ïðÿìîóãîëüíèêà
âìåñòå ðàâíû ïî ïëîùàäè “äûðÿâîìó” êâàäðàòó ãèïîòåíóçû!

1 Ãâèäî Ãàóê (1845–1905) – âûäàþùèéñÿ ãåîìåòð, ïóáëèêîâàë ðàáîòû ïî íà-
÷åðòàòåëüíîé ãåîìåòðèè; ïåðâûé ðåêòîð Ïîëèòåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà ã.Áåðëèíà,
ïðîôåññîð.

Ñêàçêà ïîÿâèëàñü â 1940 ãîäó â ïåðâîì òîìå Ìàòåìàòèêî-àñòðîíîìè÷åñ-
êîãî ëèñòêà, èçäàâàåìîãî Ìàòåìàòèêî-àñòðîíîìè÷åñêîé ñåêöèåé Ãåòåàíóìà ïîä
ðåäàêöèåé Ë.Ëîõåð-Ýðíñòà.
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Ðèñ. 9.2

Ðèñ. 9.4

Ðèñ. 9.1

Ðèñ. 9.3

Ðèñ. 9.5
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Ðèñ. 9.6

Ðèñ. 9.8

Ðèñ. 9.7
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Íî ýòî åùå íå òåîðåìà Ïèôàãîðà. Â íåé ôèãóðèðóåò âåñü
êâàäðàò ãèïîòåíóçû è êâàäðàòû êàòåòîâ, à íå ïðÿìîóãîëüíè-
êè. Íåëüçÿ ëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëèðîâêîé ïåðåñòðîèòü
÷åðòåæ?

Îòðåæåì îò ïðÿìîóãîëüíèêà ñïðàâà ñòîëüêî, ÷òîáû îò-
ñòàëñÿ a2 (ðèñ. 9.6). Îòðåçàííàÿ ÷àñòü — ïðÿìîóãîëüíèê
ñî ñòîðîíàìè b – a, a. Åãî ìû ïðèáàâèì ê ëåâîìó ïðÿìî-
óãîëüíèêó òàê, ÷òî òåïåðü ñòîðîíû a è b – a âçàèìíîäî-
ïîëíÿþò äðóã äðóãà äî b (ðèñ. 9.7). Ïî÷òè b2! Ñïðàâà ââåðõó
íå õâàòàåò òîëüêî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé b – a. Òî åñòü
êàê ðàç òîãî, ÷åãî íå õâàòàåò êâàäðàòó ãèïîòåíóçû (ðèñ.
9.8). Âñ¸.

(Îäíî ïðàêòè÷åñêîå çàìå÷àíèå: ïðè ïîñòðîåíèè îáðàòèòå
âíèìàíèå íà òî, ÷òîáû ìåíüøèé êàòåò íå ðàâíÿëñÿ ïîëîâèíå
áîëüøåãî. Â ýòîì ñëó÷àå äûðêà ðàâíà êâàäðàòó ìåíüøåãî
êàòåòà, è ìîæíî ïðèéòè ê îøèáî÷íîìó çàêëþ÷åíèþ, ÷òî òàê
áûâàåò âñåãäà.)

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñêàçêà Ãâèäî
Ãàóêà — îäíîâðåìåííî ÷èñòàÿ ïîýçèÿ è òî÷íîå îïèñàíèå ïðî-
âåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ — îäíî íå èñêëþ÷àåò äðóãîå!

Êàê Ïèôàãîð îòêðûë ñâîþ òåîðåìóÊàê Ïèôàãîð îòêðûë ñâîþ òåîðåìóÊàê Ïèôàãîð îòêðûë ñâîþ òåîðåìóÊàê Ïèôàãîð îòêðûë ñâîþ òåîðåìóÊàê Ïèôàãîð îòêðûë ñâîþ òåîðåìó
(Èç íàñëåäèÿ Ãâèäî Ãàóêà, ïðîñìîòðåíî
Õåäâèãîì Ãàóêîì)

Â Äðåâíåé Ãðåöèè, íåäàëåêî îò ãîðîäà Êðîòîíà, ðàñïîëà-
ãàëàñü êîëîíèÿ íàçâàíèåì Òðèãîíèÿ. Íàñåëåíèå åå ñîñòîÿëî
èç îäíèõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Êàæäûé òðåóãîëüíèê
èìåë ãèïîòåíóçó è äâà êàòåòà, êîòîðûå è ñîñòàâëÿëè âñå åãî
áîãàòñòâî. Íî ãëàâîé õîçÿéñòâà áûëà ãèïîòåíóçà.
Ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñîñòàâëÿëè áëàãîðîäíîå ñî-
ñëîâèå (ðèñ. 9.1). Ó äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ äëèíû êàòåòîâ
ðàçëè÷àëèñü (ðèñ. 9.2).

È âîò îäíàæäû â îäíîì èç ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ
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ðàçûãðàëñÿ ñïîð ìåæäó ãèïîòåíóçîé è êàòåòàìè. Êàòåòû
çàÿâëÿëè, ÷òî îíè íå æåëàëè áû áîëüøå ñëóøàòü ïîó÷åíèÿ îò
ãèïîòåíóçû, âåäü âäâîåì-òî îíè äëèííåå åå. Íà íèõ çèæäåòñÿ
âñå äîñòîÿíèå òðåóãîëüíèêà, îíè îêðóæàþò ïðÿìîé óãîë.
Ãèïîòåíóçà íà ýòî îòâåòèëà, ÷òî ãëàâíîå äîñòîÿíèå ïðÿìîó-
ãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïðèíàäëåæèò åé — åñëè áû îíà íå
ñòÿãèâàëà êàòåòû, âðÿä ëè áû ñîõðàíèëñÿ ïðÿìîé óãîë.

Â ýòî âðåìÿ â Êðîòîíå æèë ìóäðåö ïî èìåíè Ïèôàãîð. Îí
áûë äðóãîì òðåóãîëüíèêîâ, êàæäûé âå÷åð îí ïðîãóëèâàëñÿ ïî
Òðèãîíèè. È âîò îäíàæäû îí ïðîõîäèë ìèìî ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà, óñëûøàë øóì, îñòàíîâèëñÿ è ñïðîñèë î ïðè÷èíå
ñïîðà. Óçíàâ, â ÷åì äåëî, îí îáðàòèëñÿ ê êàòåòàì: “Äåëî íå â
òîì, ÷òî âû äëèííåå, äåëî âî âíóòðåííåé öåííîñòè, â âàøåì
âêëàäå. ×òîáû ðåøèòü âàø ñïîð, ÿ äîëæåí óâèäåòü âàñ â äåëå.
Èòàê, çà ðàáîòó! Íàäåâàéòå-êà ôàðòóêè, òîãäà è ïîñìîòðèì”.

Ñïîðùèêè ïîñìîòðåëè íà íåãî øèðîêî îòêðûòûìè ãëàçà-
ìè: ”Ôàðòóêè? Íî ó íàñ èõ íåò”.

“×òî? — óäèâèëñÿ Ïèôàãîð. — Ó âàñ íåò ôàðòóêîâ? Òîëü-
êî ðàáî÷àÿ îäåæäà äàåò ÷åëîâåêó öåíó, áåç íåå îí ïðîñòî
âîðóåò âðåìÿ. Îòïðàâëÿéòåñü ê ñêîðíÿêó, ÿ ïîìîãó âàì ñøèòü
ôàðòóêè”.

Íî ó ñêîðíÿêà íà ñêëàäå íå áûëî êîæè ïîäõîäÿùåé äëè-
íû. Ïðàâäà, õâàòàëî îñòàòêîâ, íî îíè áûëè íå áîëüøå ñàìîãî
òðåóãîëüíèêà.

“Íè÷åãî, — ñêàçàë Ïèôàãîð, — ïîïðîáóåì ñøèòü èç íå-
ñêîëüêèõ êóñêîâ. ×òîáû âñå áûëî òî÷íî, èñïîëüçóåì â êà÷å-
ñòâå øàáëîíà ñàì òðåóãîëüíèê“. Òàê îí è ñäåëàë è íàðåçàë 8
ïðÿìîóãîëüíûõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñîâåðøåííî
îäèíàêîâîãî ðàçìåðà.

Èç íèõ îí âçÿë 4 è ñøèë èõ ïî êàòåòàì, òàê ÷òî ãèïîòåíóçû
îêàçàëèñü âîâíå, è èõ äâà îñòðûõ óãëà îáðàçîâûâàëè âìåñòå
óãîë 90°. Ïîëó÷èëñÿ ôàðòóê â ôîðìå êâàäðàòà, ñòîðîíà
êîòîðîãî ðàâíà ãèïîòåíóçå. Çàêîí÷èâ ðàáîòó, îí ïîâÿçàë
ôàðòóê ãèïîòåíóçå íà ïîÿñ (ðèñ. 9.1).

×åòûðå äðóãèõ òðåóãîëüíèêà îí ñøèë ãèïîòåíóçàìè, ïîëó-
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÷èëèñü äâà êâàäðàòíûõ ôàðòóêà ñ äëèíîé ñòîðîíû, ðàâíîé
êàòåòó, è ïîâÿçàë èõ íà ïîÿñà êàòåòàì (ðèñ. 9.1).

È ñêàçàë: “Ïîñìîòðèòå äðóã íà äðóãà, âñå ôàðòóêè êâàä-
ðàòíûå, êâàäðàò ãèïîòåíóçû ñîñòîèò èç 4 òðåóãîëüíèêîâ, à îáà
êâàäðàòà êàòåòîâ ñîñòîÿò òàêæå èç 4 òðåóãîëüíèêîâ. Ïî
ôàðòóêàì è îöåíèòå äðóã äðóãà. Ãèïîòåíóçà, âûõîäèò, ðàâíî-
çíà÷íà äâóì êàòåòàì. Òàê ÷òî íèêòî äà íå âîçâûøàåòñÿ íàä
äðóãèìè. Òåðïèòå äðóã äðóãà è ðàáîòàéòå âìåñòå â ìèðå è
óâàæåíèè”.

Òàê è áûëî ïîðåøåíî. Ñòîðîíû ïîìèðèëèñü è îòïðàâè-
ëèñü äîìîé, ïîäíÿâ ôàðòóêè íà ñòÿãè. Ýòî ñâåðõ âñÿêîé
ìåðû ïîíðàâèëîñü äðóãèì òðåóãîëüíèêàì â Òðèãîíèè. È
òîëüêî ñîñåäíèé òðåóãîëüíèê óçíàë, îòêóäà âçÿëèñü ôàðòó-
êè, êàê îòïðàâèëñÿ îí ê Ïèôàãîðó è ïîïðîñèë åãî îá óñëóãå.
Òîò ïî÷åñàë â çàòûëêå è ñêàçàë: “Ãì, ýòî íå òàê-òî ëåãêî.
Ñîñåä-òî áûë ðàâíîáåäðåííûì, à òâîè êàòåòû íå ðàâíû.
Íî ïîïðîáóåì!”

Ñ ýòèìè ñëîâàìè ïîâåë îí ïðîñèòåëÿ ê ñêîðíÿêó, âûðåçàë
èç îñòàòêîâ ñíîâà 8 òðåóãîëüíèêîâ, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå
øàáëîíà îïÿòü-òàêè âåëè÷èíó èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. 4 èç 8
îí ïîïðîáîâàë ñíîâà ñøèòü â êâàäðàò, ïðèøèâàÿ ìåíüøèå
êàòåòû ê áîëüøèì, òàê ÷òî ãèïîòåíóçû ñìîòðåëè âñåãäà íàðóæó,
à íà êîíöàõ èõ áîëüøèõ îñòðûõ óãëîâ òðåóãîëüíèê ñîåäèíÿëñÿ
ñ ìåíüøèì óãëîì, îáðàçóÿ 90°. Îïÿòü ïîëó÷èëñÿ êâàäðàòíûé
ôàðòóê, òîëüêî â ñåðåäèíå îáðàçîâàëàñü äûðêà, ïî ôîðìå
êâàäðàòíàÿ, ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé òî÷íî ðàçíîñòè êàòåòîâ (ðèñ.
9.3).

“Íè÷åãî, — ñêàçàë Ïèôàãîð, — ïîòîì ïðèøüåì çàïëàòó.
Ñïåðâà ñîñòàâèì 4 äðóãèõ òðåóãîëüíèêà”. È ïîâÿçàë ôàðòóê
íà ãèïîòåíóçó.

×åòûðå îñòàâøèõñÿ òðåóãîëüíèêà îí ñøèë ïî äâà ãèïîòå-
íóçàìè äðóã ê äðóãó, òàê ÷òî ìåíüøèé îñòðûé óãîë òðåóãîëüíè-
êà ïðèøåëñÿ íà áîëüøèé è âìåñòå îíè ñîñòàâèëè ïðÿìîé óãîë.
Ïðàâäà, ïîëó÷èëèñü íå êâàäðàòû, à äâà ïðÿìîóãîëüíèêà
(ðèñ.9.4).
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Ïèôàãîð íå ñìóòèëñÿ, ïîâÿçàë îäèí ïðÿìîóãîëüíèê äëèí-
íîé ñòîðîíîé íà áîëüøèé êàòåò, äðóãîé ïðÿìîóãîëüíèê
êîðîòêîé ñòîðîíîé íà ìåíüøèé êàòåò è ñêàçàë: ”Îäèí ôàðòóê
ñëèøêîì êîðîòîê, äðóãîé — ñëèøêîì äëèíåí. Íóæíî áóäåò
ïîïðàâèòü”.

Çàòåì îí îòðåçàë êóñîê îò äëèííîãî ôàðòóêà, òàê ÷òî îñ-
òàëñÿ êâàäðàò (ðèñ. 9.6). Îòðåçàííàÿ ÷àñòü áûëà ïðÿìîóãîëü-
íîé ôîðìû, îäíà åå ñòîðîíà ðàâíÿëàñü ìàëîìó êàòåòó, à äðó-
ãàÿ — ðàçíèöå ìåæäó êàòåòàìè. Îòðåçàííûé ïðÿìîóãîëüíèê
îí ïðèøèë ê äðóãîìó ôàðòóêó, òàê ÷òî ñòîðîíà, ðàâíàÿ ðàçíèöå
êàòåòîâ, ïðèøëàñü íà ïðîäîëæåíèå óçêîé ñòîðîíû
ïðÿìîóãîëüíîãî ôàðòóêà. Ñòîðîíà ñðàçó óäëèíèëàñü äî áîëü-
øåãî êàòåòà, à ôàðòóê ñòàë ïî÷òè êâàäðàòíûì, òîëüêî â óãëó
îñòàëàñü äûðà (ðèñ. 9.7).

Ïîñìîòðåâ íà íåå, Ïèôàãîð ñêàçàë: “Îíà êâàäðàòíàÿ,
ïðè÷åì ïî øèðèíå òî÷íî ðàâíà ðàçíèöå êàòåòîâ. Äûðêà-òî,
êàê â ôàðòóêå íà ãèïîòåíóçå!” Ñ ýòèìè ñëîâàìè îí âûðåçàë
ïî îäíîé ìåðêå äâà êâàäðàòíûõ êóñêà è çàøèë äûðû. Ðàáî-
òàÿ, îí ñòàíîâèëñÿ âñå ñåðüåçíåé è çàäóì÷èâåé — è âäðóã
ïîäïðûãíóë îò ðàäîñòè è âîñêëèêíóë: “Óðà! ß îòêðûë òåîðåìó
Ïèôàãîðà! Òîëüêî ïîñìîòðèòå! (ðèñ. 9.8) Êâàäðàò ãèïîòåíóçû
ñøèò òî÷íî èç òåõ æå êóñêîâ, ÷òî è êâàäðàòû êàòåòîâ — èç 4
òðåóãîëüíèêîâ è çàïëàòû. Çíà÷èò, òåîðåìà “ðàáîòàåò” è äëÿ
ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ íåðàâíûìè êàòåòàìè:
“Êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ”.
Ýòî íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ïèôàãîðà. Âû, ïðÿìîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè, ìîæåòå ãîðäèòüñÿ. Èäèòå äîìîé è âîçâåñòèòå
ýòó íîâîñòü ñâîèì äðóçüÿì!”

Èñïîëíåííûé ðàäîñòè, òðåóãîëüíèê ïîñïåøèë ñ íîâûìè
ôàðòóêàìè äîìîé, ðàññêàçûâàÿ íîâîñòü íà êàæäîì óãëó Òðè-
ãîíèè. Ïîäíÿëàñü âîëíà ëèêîâàíèÿ — âñþäó ñêàíäèðîâàëè:
“Êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ”. Âñÿêèé
òðåóãîëüíèê õîòåë ëè÷íî óäîñòîâåðèòüñÿ â âåðíîñòè òåîðåìû.
Òðåóãîëüíèêè áðîñèëèñü ê Ïèôàãîðó, ïðîñÿ åãî ñøèòü è èì
ôàðòóêè.
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Íî Ïèôàãîð îòâåòèë: “Õîðîøàÿ êîæà äîðîãà. Çàïàñû ñêîð-
íÿêà èñïîëüçîâàíû, íîâûõ íåò. Íî ìû äîáóäåì êîæó!”

Ñ ýòèìè ñëîâàìè Ïèôàãîð îòïðàâèëñÿ â õëåâ è âûáðàë
100 æèðíûõ áûêîâ. Èõ îí ïðèíåñ â æåðòâó áîãàì çà òî, ÷òî
îíè ïîäàðèëè åìó òàêóþ êðàñèâóþ òåîðåìó. À øêóðû îòïðàâè-
ëèñü ê ñêîðíÿêó, ÷òîáû èç íèõ äðóçüÿì Ïèôàãîðà ïîøèëè
íîâûå ôàðòóêè. À ïîòîì îí ïðèãëàñèë âñåõ íà æåðòâåííóþ
òðàïåçó, ïðîäîëæàâøóþñÿ âñþ íî÷ü.
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10. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ — êàêîå10. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ — êàêîå10. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ — êàêîå10. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ — êàêîå10. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ — êàêîå
÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
êâàäðàòîì?êâàäðàòîì?êâàäðàòîì?êâàäðàòîì?êâàäðàòîì?

Èçâëå÷åíèå êîðíÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé îïåðàöèåé êàê â
ïåäàãîãè÷åñêîì, òàê è â ïðåäìåòíîì ñìûñëå! Ìû ðàññìîò-
ðèì åå ïîäðîáíî â ñâÿçè ñ òåîðåìîé Ïèôàãîðà. Èáî èçâëå÷å-
íèå êîðíÿ ïîÿâëÿåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ ê íåé.

Ïðèìåð 1:
Äàíû êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà: a=45 ìì è

b=28 ìì. ×åìó ðàâíà ãèïîòåíóçà? Ó÷åíèêè äîëæíû ïî âîç-
ìîæíîñòè òî÷íî èçîáðàçèòü òðåóãîëüíèê è çàòåì èçìåðèòü
ãèïîòåíóçó (ðèñ. 10.1). Íå ó âñåõ îòâåò áóäåò îäèíàêîâûì,
÷èñëà áóäóò êîëåáàòüñÿ îò 52 äî 54 ìì. Åñëè èçìåðåíèÿ
ðàñõîäÿòñÿ åùå áîëüøå, çíà÷èò, íåòî÷åí ÷åðòåæ. Íî êàêîå
èç çíà÷åíèé âåðíîå? Åãî ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî ÷åðåç
âçàèìîñâÿçü ñòîðîí, òî åñòü ÷åðåç òåîðåìó Ïèôàãîðà.

c2=a2+b2

a2=452 b2=282 c2=a2+b2

45 ⋅ 45 28 ⋅ 28
 225     224  2025

 180     56 +784
 2025 ìì2     784 ìì2  2809 ìì2

(Íàïîìèíàåì: âñå äëèíû èçìåðåíû â ìì, âñå ïëîùàäè —
â ìì2. Â êëþ÷åâûõ ìåñòàõ ìû áóäåì óêàçûâàòü ìì2, îäíàêî
äåëàòü ýòî ïîñòîÿííî íåöåëåñîîáðàçíî — î÷åíü óñëîæíÿåò-
ñÿ çàïèñü.)

Ïåðâîå, ÷òî ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü, — ýòî ïëîùàäü êâàäðà-
òà ãèïîòåíóçû: c2=2809 ìì2. Íî êàê èç ïëîùàäè ïîëó÷èòü
ñòîðîíó ñ? Òîëüêî èçâëåêàÿ êîðåíü! Â âû÷èñëèòåëüíîì ñìûñ-
ëå çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ÷èñëà, êîòîðîå âîçâîäèòñÿ
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â êâàäðàò, òî åñòü óìíîæàåòñÿ ñàìî íà ñåáÿ; è ïðè ýòîì ïîëó-
÷àåòñÿ 2809. Ïðîâåðèì ðåçóëüòàòû íàøèõ èçìåðåíèé: 52 ìì,
53 ìì, 54 ìì.

52 ⋅ 52 (ìì ⋅ ìì)
  104

    260
  2704 ìì2

(Åäèíèöû èçìåðåíèé ìîæíî ïðèïèñàòü ïîñëå ïðîâåäåíèÿ
âû÷èñëåíèé.)

2704 ìì2 — ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 52 ìì: ñëèø-
êîì ìàëî.

Ïîïðîáóåì ñëåäóþùåå ÷èñëî:

53 ⋅ 53 (ìì ⋅ ìì)
  159

    265
  2704 ìì2

Íàøà ïëîùàäü! Èòàê, ãèïîòåíóçà — 53 ìì.
Ïðèìåð 2:

Ðèñ. 10.1

a = 45 ìì ñ = ? (52 / 53 / 54  ìì)

b = 28 ìì
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a=65 ìì, b=72 ìì (ðèñ.10.2)
Èç ÷åðòåæà âèäíî: ñ ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 96–98ìì. Âû÷èñëÿ-

åì:

a2 b2 c2=a2+b2

65 ⋅ 65 72 ⋅ 72
    325     144   4225
   390    504 +5184
 4225 ìì2  5184 ìì2   9409 ìì2

Ïðîâåðèì ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé:

96 ⋅ 96 97 ⋅ 97
    576     679
   864    873
  9216 ìì2:   9409 ìì2:
 ñëèøêîì ìàëî!   òî÷íî!

Èòàê, â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñ êàòåòàìè 65 è 72 ìì

Ðèñ. 10.2

a = 65 ìì ñ = ? (96 / 97 / 98  ìì)

b = 72 ìì
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ãèïîòåíóçà ðàâíà 97 ìì.
Ìîæíî áûëî áû è ñðàçó ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èç âñåõ èçìå-

ðåíèé ïîäõîäèò òîëüêî 97 — ïî ïîñëåäíåé öèôðå. Âåäü òîëüêî
÷èñëà, îêàí÷èâàþùèåñÿ íà 3 è 7, äàþò â êâàäðàòå ïîñëåäíþþ
— 9 (9409 ìì2).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèå öèôðû ïîëíûõ êâàäðàòîâ îò 12 äî
202:

12 = 1 112 = 121
22 = 4 122 = 144
32 = 9 132 = 169
42 = 16 142 = 196
52 = 25 152 = 225
62 = 36 162 = 256
72 = 49 172 = 289
82 = 64 182 = 324
92 = 81 192 = 361

102 = 100 202 = 400
×èñëî, êîòîðîå âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò, ìû íàçîâåì îñíî-

âàíèåì. Ïîñìîòðèì íà çàâèñèìîñòü ìåæäó ïîñëåäíåé öèô-
ðîé îñíîâàíèÿ è êâàäðàòà:

Ïîñëåäíÿÿ öèôðà Ïîñëåäíÿÿ öèôðà
îñíîâàíèÿ êâàäðàòà

0 0
1 èëè 9 1
2 èëè 8 4
3 èëè 7 9
4 èëè 6 6

5 5
Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ýòè âçàèìîçàâèñèìîñòè ðàñïðîñòðà-

íÿþòñÿ è íà ÷èñëà ëþáîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 3:
a=39 ìì, b=80 ìì. (Ïðåæäå ÷åì ñ÷èòàòü, íàðèñóåì!) Âîç-

ìîæíûå ðàçìåðû ñ èç ðèñóíêà: 88, 89, 90 ìì (ðèñ.10.3). Âû-
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÷èñëåíèÿ:

a2 b2 c2=a2+b2

39 ⋅ 39 80 ⋅ 80
     351   6400    1521
  117 + 6400
   1521 ìì2   6400 ìì2    7921 ìì2

Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ñ2 — 1. Â êà÷åñòâå äëèíû ñòîðîíû ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü 89 ìì.

89 · 89
     801
  712
    7921 ìì2: âåðíî!

Ãèïîòåíóçà ðàâíà 89 ìì.

Ïðèìåðû ñòàâÿò ïåðåä íàìè äâà âîïðîñà:
1. Îòêóäà ìû çíàåì, ÷òî âû÷èñëåííîå ïî äàííûì êàòåòàì

a è b ÷èñëî c2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà? Åñëè
òåîðåìà Ïèôàãîðà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà, òî
ñ2 â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì.

Ïðèìåð: à=12 ñì, b=7 ñì, ñ2=144+49=193 ñì2. Íî 193 íå

Ðèñ. 10.3

a = 65 ìì

ñ = ? (96 / 97 / 98  ìì)

b = 72 ìì
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ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, öèôðà 3 íèêîãäà íå ïîÿâëÿåòñÿ
íà ïîñëåäíåì ìåñòå ïðè âîçâåäåíèè âî âòîðóþ ñòåïåíü. Ìû
çíàåì ïåðâûé áîëüøèé, ÷åì 193, ïîëíûé êâàäðàò — 196=142

è ìåíüøèé — 132=169. Èòàê, ãèïîòåíóçà äîëæíà áûòü ìåæäó
13 è 14 ñì — ÿñíî, ÷òî áëèæå ê 14 ñì. ×åðòåæ óæå íå ïîìîæåò.

Òåì ñàìûì ìû ïîäõîäèì êî âòîðîìó âîïðîñó:
2. Êàê ÷èñòî àðèôìåòè÷åñêè îïðåäåëèòü ãèïîòåíóçó ñ ïî

ñ2, åñëè ÷åðòåæ íå äàåò áîëüøå ïðÿìûõ óêàçàíèé èëè åñëè
ñ — íå öåëîå ÷èñëî?

Ê ïåðâîìó âîïðîñó: óæå â äðåâíååãèïåòñêóþ ýïîõó æðåöû
çíàëè, ÷òî òðåóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî îòíîñÿòñÿ êàê 3 : 4
: 5, îñîáåííûé, à èìåííî èìååò ïðÿìîé óãîë. Îíè ïîëüçîâà-
ëèñü òàêèìè òðåóãîëüíèêàìè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðÿìîé óãîë íà
ñòðîèòåëüíûõ ïëîùàäêàõ (íàïðèìåð, ïðè ñòðîèòåëüñòâå
ïèðàìèä). Íà âåðåâêå çàâÿçûâàëèñü 13 óçëîâ, ìåæäó êîòîðûìè
ðàñïîëàãàëèñü 12 ðàâíûõ îòðåçêîâ. Çàòåì âåðåâêà êëàëàñü
íà çåìëþ â ôîðìå òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 3, 4, 5. Ïðè ýòîì
çíàëè: êîðîòêèå ñòîðîíû çàêëþ÷àþò òî÷íûé ïðÿìîé óãîë.

Â Èíäèè çíàëè, ÷òî òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 5, 12,  13 —
ïðÿìîóãîëüíûé: 52+122=25+144=169=132.

Òðîéêè a, b, c ñî ñâîéñòâîì c2=a2+b2 íàçûâàþò Ïèôàãî-
ðîâûìè òðîéêàìè. Çíàÿ, êàê ëåãêî íàéòè íåêîòîðûå èç íèõ.

Áóäåì èñõîäèòü èç äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ ÷èñåë u è v,
íà ìåñòî êîòîðûõ ìîæíî ïîäñòàâèòü ëþáûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà. Òåïåðü ìîæíî ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì ñîñ÷èòàòü
a, b, c:

a=u2–v2 b=2uv c=u2+v2

Ïðèìåð 1: u=7 v=2
a=u2–v2 b=2uv c=u2+v2

a=49–4=45 b=2 · 7 · 2=28 c=49+4=53
Ýòî çíà÷åíèÿ a, b, c ïåðâîãî íàøåãî ïðèìåðà.

452  = 2025
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282  =    784
             2809 = 532

Ïðèìåð 2: (a=65 ñì, b=72 ñì, c=97 ñì)
Ìû ïîëó÷èëè ýòó òðîéêó èñõîäÿ èç   u=7 v=2

a=81–16=65 b=2 · 9 · 4 c=81+16=97

652  = 4225
722  =  5184
            9409 = 972

Ïðèìåð 3: u=9 v=5
a=81–25=56 b=2 · 9 · 5=90 c=81+25=106

562 = 3136
902 = 8100
         11236 = 1062

Äëÿ u=2 è v=1 ïîëó÷àåì åãèïåòñêèé òðåóãîëüíèê; äëÿ u=3
è v=2 — èíäèéñêèé (ñîñ÷èòàéòå!).

Äåéñòâèòåëüíî ëè êàæäûé ðàç ïîëó÷àåòñÿ Ïèôàãîðîâà
òðîéêà? Äà. Ìû ìîæåì óñòàíîâèòü ýòî íà ñêîëü óãîäíî ìíî-
ãèõ ïðèìåðàõ. È ýòî íåîáõîäèìî ñäåëàòü; u è v ìîæíî âûáè-
ðàòü ïðîèçâîëüíûìè, ëó÷øå u áîëüøå, ÷åì v (åñëè u < v, òîã-
äà à — îòðèöàòåëüíî; õîòÿ à2, êîíå÷íî, ñíîâà ïîëîæèòåëüíî,
è a2+b2=c2 âñå ðàâíî âûïîëíÿåòñÿ).

Ìîæíî ëè óäîñòîâåðèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè îáùåãî ñëó-
÷àÿ? Äà, âûáèðàÿ äëÿ u è v íå êîíêðåòíûå ÷èñëà, à ïðîèçâî-
äÿ âû÷èñëåíèÿ ñ áóêâàìè — àëãåáðàè÷åñêè; âîçâîäÿ â êâàä-
ðàò ôîðìóëû äëÿ a, b è c.

a2=(u2–v2)2; b2=(2uv)2; c2=(u2+v2)2.
Äëÿ âû÷èñëåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ áèíîìèíàëüíûå ôîð-

ìóëû: â ãëàâå 7 ìû óæå ïîçíàêîìèëèñü ñ àëãåáðàè÷åñêèìè
âû÷èñëåíèÿìè1.  Â ôîðìóëàõ äëÿ a2 è c2 ïîÿâëÿþòñÿ êâàäðà-
òû êâàäðàòîâ: (u2)2 è (v2)2. Èõ ìîæíî çàïèñàòü êàê 4-þ ñòå-
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ïåíü, èáî:

(u2)2= u2 · u2= u4

(v2)2= v2 · v2= v4

Ïðèìåíÿÿ áèíîìèíàëüíûå ôîðìóëû, ïîëó÷èì:

a2=(u2–v2)2= u4 – 2u2v2 + v4

b2=(2uv)2=4u2v2

c2=(u2+v2)2= u4 + 2u2v2 + v4

Áåãëûé âçãëÿä íà äâå ïåðâûå ñòðîêè òîò÷àñ óáåæäàåò â
òîì, ÷òî, åñëè èõ ñëîæèòü, ïîëó÷èòñÿ òðåòüÿ:
2u2v2+4u2v2=2u2v2. ×åòâåðòûå ñòåïåíè îñòàþòñÿ.

Çäåñü ìû íàãëÿäíî ïåðåæèâàåì öåííîñòü àëãåáðû: îíà
îòêðûâàåò âçàèìîñâÿçè, âåðíûå äëÿ âñåõ ÷èñåë. Åñëè a,b,c
âû÷èñëÿþòñÿ ïî u,v óêàçàííûì îáðàçîì, òîãäà âñåãäà
a2+b2=c2. Äî ÷åãî æå ãåíèàëåí áûë ïåðâîîòêðûâàòåëü òàêîé
ôîðìóëû! Äëÿ óðîêîâ ìàòåìàòèêè îíà íåçàìåíèìà, ñ åå ïî-
ìîùüþ â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè âñåãäà ãîòîâûå ïðèìåðû (ñì.
òàáëèöó â êîíöå ãëàâû).

Òåïåðü êî âòîðîìó âîïðîñó: êàê ÷èñòî òåõíè÷åñêè îòûñ-
êàòü ãèïîòåíóçó ïî åå êâàäðàòó?

Ïðèìåð 1:
Ñíîâà îáðàòèìñÿ ê ïåðâîìó ïðèìåðó: à=45 ìì, b=28 ìì,

ñ2=2809 ìì2. Âîïðîñ çâó÷èò òàê: êàêîå ÷èñëî, âîçâåäåííîå â
êâàäðàò, äàåò 2809? Åãî íàçûâàþò îáû÷íî “êîðíåì” èç 2809.
Èç ýòîãî êîðíÿ 2809 êàê áû âûðàñòàåò, ïîäîáíî êâàäðàòó,
âûðàñòàþùåìó èç ñòîðîíû. Âîïðîñ î êîðíå ñèìâîëè÷åñêè
çàïèñûâàåòñÿ òàê:

= ?
Çíà÷îê  √— ïðîèñõîäèò îò ëàòèíñêîé áóêâû r (ñîêðàùå-

íèå ëàòèíñêîãî radix – “êîðåíü”). Äóãà r óäëèíèëàñü äî øòðè-
õà, ïðîâîäèìîãî íàä ÷èñëîì, èç êîòîðîãî èçâëåêàåòñÿ êîðåíü.
Ýòî ÷èñëî, â äàííîì ñëó÷àå 2809, íàçûâàþò ïîäêîðåííûì

1 Cì. À.Áåðíõàðäò. Àëãåáðà äëÿ 7-ãî è 8-ãî êëàññîâ âàëüäîðôñêîé øêîëû.
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âûðàæåíèåì. Èçâëå÷ü êîðåíü èç 2809 — ýòî îòâåòèòü íà âîï-
ðîñ: “Îòêóäà âîçíèêàåò 2809?” Èçâëå÷åì æå êîðåíü íà ñâåò
áîæèé!

Íî êàê? Âíà÷àëå ìû äîëæíû ïîâåðèòü â ëó÷øåå è îïåðè-
ðîâàòü ñ ïîëíûìè êâàäðàòàìè 12–92, 102–902. Ó÷åíèêè,
åñòåñòâåííî, äîëæíû çíàòü ýòè ÷èñëà íàèçóñòü.

12 = 1 102 = 100
22 = 4 202 = 400
32 = 9 302 = 900
42 = 16 402 = 1600
52 = 25 502 = 2500
62 = 36 602 = 3600
72 = 49 702 = 4900
82 = 64 802 = 6400
92 = 81 902 = 8100

 äîëæåí ëåæàòü ìåæäó 50 è 60, èáî 2809 ëåæèò ìåæ-
äó 2500=502 è 3600=602. Äåñÿòêè, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëå-
íû. Ïîñêîëüêó ìû èùåì ïóòü, ãîäíûé äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, íå
îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòî ïîèñêîì ïîñëåäíåé öèôðû.

Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî åäèíèö áóêâîé å; òîãäà

= 50+å
Âîçâåäåì â êâàäðàò:

(50+å)2 = 2809
Ïðèìåíèì áèíîìèíàëüíóþ ôîðìóëó:

502+2 · 50 · å+å2 = 2809
2500+100 · å+å2 = 2809   –2500

100 · å+å2 =   309
Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî å=3, âåäü

100 · 3+32 =3 09
Èòàê:

= 50+3 = 53
Ïðèìåð 2: à=65; b=72; ñ2=9409.
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= 90+å,
ïîñêîëüêó 9409 ëåæèò ìåæäó 8100=902 è 10000=1002

(8100<9409<10000).
Âîçâîäèì â êâàäðàò:

9409=(90+å)2

9409=902+2 · 90 · å+å2

9409=8100+180 · å+å2  –8100
              1309=180 · å+å2

Íà ïåðâûé âçãëÿä å îïðåäåëèòü íå ïðîùå, ÷åì ðàíüøå.
Íàéäåì åãî, ðàçäåëèâ 1309 íà 180:

1309:180=7 îñòàòîê 49
     –1260

    49
Ïîäñòàâèì â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå âìåñòî å ÷èñëî 7:

180 · å+å2=180 · 7+72=1260+49=1309
Ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, å — äåéñòâèòåëüíî 7:

 = 90+7=97.
Â îñíîâå ýòîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà êàê âàæíåéøàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ ëåæèò áèíîìèíàëüíàÿ ôîðìóëà. Ïðàêòè÷åñ-
êè âàæíî âû÷èòàíèå èç 8100 è äåëåíèå 1309 íà 180. Ñâåäåì
âû÷èñëåíèÿ âîåäèíî, óäîáíî ðàñïîëîæèâ èõ:

 = 90+å

9409
      –8100

1309

1309:180=7 îñòàòîê 49
1260
     49=å2

     å=7
 = 90+7=97

Ìîæíî çàïèñàòü ýòè âû÷èñëåíèÿ êîðî÷å:
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 = 90+å
 –8100
   1309:180=7=å
  –1260
     49=å2

 =  90+7=97
Äðóãèå ïðèìåðû: à=40 b=42

402=1600
422=1764
      3364=ñ2

= 50+e (2500<3364<3600)
  –2500
      864:100=8=e
   –800
        64=e2

= 50+8=58
Âñåãäà íóæíî äåëèòü íà óäâîåííîå ÷èñëî äåñÿòêîâ (ïðè÷è-

íà — óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå â áèíîìèíàëüíîé ôîðìóëå).

Ïðèìåðû íå â ñâÿçè ñ òåîðåìîé Ïèôàãîðà:
= 60+å (3600<4096<4900)

 –3600
     496:120=4=e
   –480
      16=42=e2

= 60+4=64

= 60+e=60+7=67
 –3600
      889:120=7=e
  –840
     49=72=e2
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=80+e=80+3=83
  –6400
      489:160=3=e
    –480
         9=32=e2

Íàéäåííîå ïðè äåëåíèè å ìîæíî, çàâåðøèâ âû÷èñëåíèÿ,
ïîìåñòèòü â ïåðâóþ ñòðîêó. ×òîáû íà óðîêàõ íå áûëî íåäî-
ñòàòêà â ïðèìåðàõ òàêîãî ðîäà, â êîíöå ãëàâû ïðèâåäåíà
òàáëèöà âñåõ êâàäðàòîâ îò 02 äî 1002.

Íàìè îáñóæäåíà ïåðâàÿ ôîðìà èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ. Åå
ïðåèìóùåñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñðàçó âèäíî, íà ÷åì îíà (áè-
íîìèíàëüíàÿ ôîðìóëà) îñíîâàíà. Åñëè ó÷åíèêè îñâîèëè ýòó
ïåðâóþ ôîðìó, ìîæíî ïåðåéòè êî âòîðîé, êîãäà îïóñêàåòñÿ âñå
ëèøíåå è âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ïðîõîäèò â ìàêñèìàëüíî
ëàêîíè÷íîé ôîðìå. Äëÿ ïîñëåäíåãî ïðèìåðà âòîðàÿ ôîðìà
èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ âûãëÿäèò òàê:

= 83
  –64
      48′9:163
     –489
          0

Âûñòðîèì âû÷èñëåíèÿ øàã çà øàãîì:

1. Ðàçäåëèòü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå,
íà÷èíàÿ ñ ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ, îò
äåñÿòè÷íîé òî÷êè, íà ãðóïïû
ïî äâå öèôðû.

2. Íàïèñàòü ïîä ïåðâîé ãðóïïîé = 8
áëèæàéøèé (íî ìåíüøèé) ïîëíûé      64
êâàäðàò (64) è èçâëå÷ü èç íåãî êîðåíü (8).

3. Âû÷åñòü êâàäðàò è ñíåñòè âíèç = 8
ñëåäóþùóþ ãðóïïó.  –64

    489
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4. Ó îñòàòêà (489) îò÷åðêíóòü = 8
àïîñòðîôîì ïîñëåäíþþ    –64
öèôðó è ðàçäåëèòü 48 íà 16      48’9:16
(óäâîåííàÿ 8).

5. ×àñòíîå (3) ïðèïèñàòü = 8
ê ðåçóëüòàòó è ìàëåíüêèìè    –64
öèôðàìè (êàê èíäåêñ) ê 16.      48’9:163

6. Äåëèòåëü 163 óìíîæèòü íà 3 = 8
è ïðîèçâåäåíèå (489) çàïèñàòü    –64
ïîä îñòàòêîì (òàêæå 489).       48’9:163
Âû÷åñòü (ðàçíîñòü 0). Êîðåíü     –489
èçâëåêàåòñÿ áåç îñòàòêà.        0

Ýòî îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìà èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ. ßñíî, êàê îíà
ñîãëàñóåòñÿ ñ ïåðâîé. Âñå ëèøíèå öèôðû îòáðàñûâàþòñÿ —
îáà íóëÿ â 6400 è íóëü â 80. Âìåñòî äåëåíèÿ 489 íà 160, äåëÿò
48 íà 16. Ïðèïèñûâàÿ ðåçóëüòàò äåëåíèÿ (3) ê 16 è óìíîæàÿ
çàòåì íà 3, ìû ïîëó÷àåì îäíèì ìàõîì 32 è 3 · 160. Åäâà ëè
âîçìîæíî íàéòè áîëåå êîðîòêèé è óäîáíûé ñïîñîá çàïèñè.
Ó÷åíèêè áûñòðî âæèâàþòñÿ â ðèòì ýòîãî ïðîöåññà.
Âû÷èñëåíèÿ, êîíå÷íî, ðóòèííû, íî ïðè ýòîì îíè äîëæíû áûòü
âûïîëíåíû è çàïèñàíû ìàêñèìàëüíî àêêóðàòíî. Ñëåäóåò
âñåãäà óäåðæèâàòü â ñîçíàíèè, íà ÷åì ñòðîèòñÿ àëãîðèòì —
à èìåííî íà áèíîìèíàëüíîé ôîðìóëå!

Êîíå÷íî, åñòü òîëüêî îäèí ïóòü ïðèéòè ê óâåðåííîñòè â
âû÷èñëåíèÿõ — ýòî ïîñòîÿííûå óïðàæíåíèÿ. Âîò äâà äðó-
ãèõ óæå ðàññìîòðåííûõ íàìè ïðèìåðà â îêîí÷àòåëüíîé ôîð-
ìå:

= 67 = 64
  –36   –36
       88’9:127       49’6:124
    –889    –496

                  0            0
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Ðåçóëüòàò äåëåíèÿ ïðèïèñûâàåòñÿ ê äåëèòåëþ êàê èíäåêñ,
÷òîáû ñðàçó áûëî ÿñíî: ýòî ÷èñëî — ïðîìåæóòî÷íîå. Åñëè â
ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ îáíàðóæèâàåòñÿ îøèáêà è òðåáóåòñÿ
ïðîâåðêà, òî èíäåêñíàÿ çàïèñü îêàçûâàåòñÿ ïîäñïîðüåì.

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ïåðâàÿ ãðóïïà ñàìà îêàæåòñÿ ïîë-
íûì êâàäðàòîì. Òîãäà èç íåå, êàê ïîëîæåíî, èçâëåêàåòñÿ
êîðåíü. Ïðèìåð:

= 41
 –16
    08’1:81
    –81
        0

Ïåðâàÿ ãðóïïà ìîæåò ñîñòîÿòü è èç îäíîãî ÷èñëà.
Ïðèìåðû:

= 22 = 24
  –4  –4
     08’4:42      17’6:4
    –84    –176
         0          0

= 28
  –4
   38’4:48
  –384
         0

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå âîçíèêàåò äåëåíèå 38 íà 4. Ïîä-
õîäèò 9! Íî íóæíî ïîìíèòü, ÷òî 9 óìíîæàåòñÿ çàòåì è íà
ñàìî ñåáÿ (å2); 9 · 49=441, ÷òî ïðåâîñõîäèò 384. Ïîýòîìó
— òîëüêî 8.

Åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå áîëåå ÷åì ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà, àëãîðèòì ðàáîòàåò â ïðèíöèïå òàê æå. Âíà÷àëå äåëèì
íà ãðóïïû ïî äâå öèôðû (ïåðâàÿ ãðóïïà, áûâàåò, ñîñòîèò èç
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îäíîé öèôðû). Çàòåì êâàäðàò çàïèñûâàåòñÿ ïîä ïåðåäíåé
ãðóïïîé è òàê äàëåå.

Ïðèìåð:

= 43
  –16
       28’3:83
    –249

                34

Øàãè ïîâòîðÿþòñÿ: ñíîñèòñÿ ñëåäóþùàÿ ãðóïïà, àïîñòðî-
ôîì îò÷åðêèâàåòñÿ îäèí ïîðÿäîê, ïðîèçâîäèòñÿ äåëåíèå íà
óäâîåííûé ðåçóëüòàò è òàê äàëåå.

= 434
       ...

              345’6:864
             –3456
                     0

Äàëüíåéøèå ïðèìåðû:

= 364
          –9
             42’4:66 (42:6 — òîëüêî 6 ðàç!)
          –396
               289’6:724
              –2896
                      0

= 412
  –16
      09’7:81 (42:4 íå 10 è íå 9,
       –81 à òîëüêî 8! Èáî 82=64 —
         1644:822 äîñòàòî÷íî ìíîãî!)
      –1644

  0
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= 287
 –4
    42’3:48
   –384
      396’9:567
     –3969
             0

= 314
  –9
    08’5:61
    –61
       249’6:624
    –2496

0

= 305
  –9
    03’0:60
     –0
      302’5:605
      3025

                     0
Åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå — äåñÿòè÷íàÿ äðîáü ñ öèô-

ðàìè ïîñëå çàïÿòîé, òîãäà îíà äåëèòñÿ íà ãðóïïû ïî äâå öèô-
ðû îò çàïÿòîé âïåðåä è íàçàä. Ðåçóëüòàò èìååò ñòîëüêî
öèôð ïåðåä çàïÿòîé, ñêîëüêî ãðóïï ïåðåä çàïÿòîé ó ïîäêî-
ðåííîãî âûðàæåíèÿ.

Ïðèìåðû:

= 0,176
        –1
          20’9:27
       –189
            207’6:346
         –2076

      0
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Êîãäà ìû äåëèì íà óäâîåííûé ðåçóëüòàò, íà çàïÿòóþ
âíèìàíèå íå îáðàùàåòñÿ. (Ïðè÷èíà — â îñòàòêå ìû åå òîæå
îïóñêàåì.) Íà ïðåäûäóùåì ïðèìåðå: âòîðîå äåëåíèå íà 146,
à íå íà 14,6.

= 2,85
 –4
    41’2:48
   –384
      282’5:565
     –2825
              0

= 92,8
  –81
       51’1:182
     –364
       1478’4:1848
     –14784

   0
Åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ 0,... òî îíî

òàêæå äåëèòñÿ îò çàïÿòîé íàïðàâî íà ãðóïïû ïî 2 öèôðû è
ðåçóëüòàò íà÷èíàåòñÿ ñ 0,... .

Ïðèìåðû:

= 0,45
     –16
          42’5:85
        –425

   0

= 0,176
        –1
         20’9:27
        –189
             207’6:346
          –2076

      0
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= 0,067
         –36

  88’9:127
             –889

      0

= 0,0026
   –4
      27’6:46
   –276
            0

Êîëè÷åñòâî íóëåé ïîñëå çàïÿòîé ó êîðíÿ ñîîòâåòñòâóåò
÷èñëó ãðóïï ïî äâà íóëÿ ïîñëå çàïÿòîé ó ïîäêîðåííîãî âûðà-
æåíèÿ.

Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ îñòàòîê áûë íóëåâûì,
êîðíè èçâëåêàëèñü äî êîíöà. Ðàçóìååòñÿ, ðàáîòàÿ ñ êëàññîì,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåðîâ âûñòðàèâàåì ïîñòåïåííî. Ïðè
ýòîì âñå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ òåõíèêîé èçâëå÷åíèÿ, ðåøà-
þòñÿ ïî âîçìîæíîñòè ïîëíî.

Îñîáåííî âàæíû íåèçâëåêàåìûå êîðíè. Ýòó òåìó ìû áó-
äåì îáñóæäàòü â ãëàâå 15.

Åñëè â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå äàíû ãèïîòåíóçà è
êàòåò, òîãäà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïèôàãîðà ìîæíî íàéòè âòîðîé
êàòåò. Êâàäðàò èñêîìîãî êàòåòà ðàâåí ðàçíèöå ìåæäó
êâàäðàòîì ãèïîòåíóçû è êâàäðàòîì ïåðâîãî êàòåòà.

Ïðèìåð:  a=32 ììc=68 ìì b=?

Ðèñ. 10.4

a=32 ìì c=68 ìì

b=? (59/60/61 ìì)
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Åñëè íåîáõîäèìî íà÷åðòèòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê,
ñòðîèòñÿ ïðÿìîé óãîë, íà îäíîé ñòîðîíå êîòîðîãî îò âåðøè-
íû óãëà îòêëàäûâàåòñÿ ñòîðîíà à — âîçíèêàåò âåðøèíà
òðåóãîëüíèêà, è äàëåå ñòðîèòñÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà ñ ñ öåí-
òðîì â ýòîé âåðøèíå.

Âû÷èñëåíèÿ: b2= c2 – a2

c2 a2

68 · 68 32 · 32 c2=4624
       544        64      a2=1024   –
   408    96
   4624     1024 b2=3600

                     b =  = 60 ìì

Çàäà÷è íà èçâëå÷åíèå êîðíÿÇàäà÷è íà èçâëå÷åíèå êîðíÿÇàäà÷è íà èçâëå÷åíèå êîðíÿÇàäà÷è íà èçâëå÷åíèå êîðíÿÇàäà÷è íà èçâëå÷åíèå êîðíÿ

1. Èçâëåêè êîðåíü èç ñëåäóþùèõ ÷èñåë:
1764 5625 15129
2209 6241 17424
2704 6889 70225
3136 7396 76176
4096 9025 94249
4489 9409 97969

101124 388129
132496 413449
188356 506944
226576 538756
254016 669124
297025 824464

2. Èçâëåêè êîðåíü èç ñëåäóþùèõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé:
13,69 114,49 10,3041
24,01 136,89 15,0544
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51,84 201,64 17,1396
84,64 812,25 20,7025
96,04 823,69 24,2064
98,01 973,44 32,1489

3. Èçâëåêè êîðåíü èç ñëåäóþùèõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 1:
0,1156 0,001521
0,1936 0,001849
0,3721 0,004624
0,0576 0,005929
0,0729 0,000784
0,0961 0,000841

4. Ñìåøàííûå ïðèìåðû:
53361 672400
615,04 0,8281
0,3969 3,0276
4,84 0,034596
53,29 368,64
0,005476 42436

5. Êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû a è b,
ãèïîòåíóçà — ñ. Âû÷èñëè íåäîñòàþùóþ ñòîðîíó ïî äâóì äàí-
íûì:

a 45 55 33 39 48 54

b 28 48 56 96 24

c 89 80 90 100 51

a 63 70 75 45 165

b 60 24 84 180 108 240

c 91 85 183 219 267
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Òàáëèöà êâàäðàòîâÒàáëèöà êâàäðàòîâÒàáëèöà êâàäðàòîâÒàáëèöà êâàäðàòîâÒàáëèöà êâàäðàòîâ

n n2 n n2 n n2 n n2

0 0 25 625 50 2500 75 5625
1 1 26 676 51 2601 76 5776
2 4 27 729 52 2704 77 5929
3 9 28 784 53 2809 78 6084
4 16 29 841 54 2916 79 6241

5 25 30 900 55 3025 80 6400
6 36 31 961 56 3136 81 6561
7 49 32 1024 57 3249 82 6724
8 64 33 1089 58 3364 83 6889

9 81 34 1156 59 3481 84 7056

10 100 35 1225 60 3600 85 7225
11 121 36 1296 61 3721 86 7396
12 144 37 1369 62 3844 87 7569
13 169 38 1444 63 3969 88 7744
14 196 39 1521 64 4096 89 7921

15 225 40 1600 65 4225 90 8100
16 256 41 1681 66 4356 91 8281
17 289 42 1764 67 4489 92 8464
18 324 43 1849 68 4624 93 8649
19 361 44 1936 69 4761 94 8836

20 400 45 2025 70 4900 95 9025
21 441 46 2116 71 5041 96 9216
22 484 47 2209 72 5184 97 9409
23 529 48 2304 73 5329 98 9604
24 576 49 2401 74 5476 99 9801

100 10000
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Òàáëèöà Ïèôàãîðîâûõ òðîåêÒàáëèöà Ïèôàãîðîâûõ òðîåêÒàáëèöà Ïèôàãîðîâûõ òðîåêÒàáëèöà Ïèôàãîðîâûõ òðîåêÒàáëèöà Ïèôàãîðîâûõ òðîåê

Âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âñïî-
ìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí u è v:

a=u2–v2 b=2uv c=u2+v2

Óäâîåíèå, óòðîåíèå, ó÷åòâåðåíèå ... Ïèôàãîðîâûõ òðîåê
ñíîâà äàñò Ïèôàãîðîâó òðîéêó.

u v a b c a2 b2 c2

2 1 3 4 5 9 16 25
3 2 5 12 13 25 144 169
4 1 15 8 17 225 64 289
4 3 7 24 25 49 576 625
5 2 21 20 29 441 400 841
5 4 9 40 41 81 1600 1681
6 1 35 12 37 1225 144 1369
6 3 27 36 45 729 1296 2025
6 5 11 60 61 121 3600 3721
7 2 45 28 53 2025 784 2809
7 4 33 56 65 1089 3136 4225
7 6 13 84 85 169 7056 7225
8 1 63 16 65 3969 256 4225
8 3 55 48 73 3025 2304 5329
8 5 39 80 89 1521 6400 7921
8 7 15 112 113 225 12544 12769
9 2 77 36 85 5929 1296 7225
9 4 65 72 97 4225 5184 9409
9 6 45 108 117 2025 11664 13689
9 8 17 144 145 289 20736 21025

10 1 99 20 101 9801 400 10201
10 3 91 60 109 8281 3600 11881
10 5 75 100 125 5625 10000 15625
10 7 51 140 149 2601 19600 22201
10 9 19 180 181 361 32400 32761
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11. Ïðèìåíåíèÿ11. Ïðèìåíåíèÿ11. Ïðèìåíåíèÿ11. Ïðèìåíåíèÿ11. Ïðèìåíåíèÿ
òåîðåìû Ïèôàãîðàòåîðåìû Ïèôàãîðàòåîðåìû Ïèôàãîðàòåîðåìû Ïèôàãîðàòåîðåìû Ïèôàãîðà

Òåîðåìà Ïèôàãîðà êàæäîäíåâíî ïðèìåíÿåòñÿ âî âñåì ìèðå
äëÿ ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîáëåì â òåõíèêå.

Ãëàâíîå ìû óæå îáñóäèëè â ãëàâå îá èçâëå÷åíèè êâàäðàò-
íîãî êîðíÿ: êàê íàéòè ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà,
åñëè äàíû äâå äðóãèå.

Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ:

1 ñëó÷àé: Äàíû êàòåòû, èùåòñÿ ãèïîòåíóçà:
c =

2 ñëó÷àé: Äàíû ãèïîòåíóçà è êàòåò, èùåòñÿ äðóãîé êàòåò:
a2=c2–b2, òî åñòü
a= , èëè

b2=

Íà ïåðâûõ ýòàïàõ ïðè ðåøåíèè ïðèìåðîâ æåëàòåëüíî
ðèñîâàòü òðåóãîëüíèêè â ìàñøòàáå, êàê ýòî äåëàëîñü â íà÷à-
ëå ïðåäûäóùåé ãëàâû, è ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàò ñ èçìåðåíè-
åì. Åñëè îíè ñîâïàäàþò, â ó÷åíèêàõ ðîæäàåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîå ïåðåæèâàíèå ïîçíàíèÿ — ÷óâñòâåííîå âîñïðèÿòèå è
ïîçíàíèå íàõîäÿò äðóã äðóãà.

Ïðîðåøàåì â ýòîé ãëàâå ðÿä ïðîñòûõ çàäà÷ íà ïðèìåíå-
íèå òåîðåìû Ïèôàãîðà.

Çàäà÷à 1: Äàíû îñíîâàíèå ñ è áîêîâàÿ ñòîðîíà s ðàâíî-
áåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéòè ïëîùàäü (ðèñ. 11.1).

×òîáû âû÷èñëèòü ïëîùàäü, íóæíî íàéòè âûñîòó. Îíà äåëèò
òðåóãîëüíèê íà äâà êîíãðóýíòíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà.
Ê îäíîìó èç íèõ ïðèìåíèì òåîðåìó Ïèôàãîðà:

h =
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Ïðèìåð: ñ=54 ìì, s=45 ìì.
Êâàäðàòû âû÷èñëÿþòñÿ ïèñüìåííûì óìíîæåíèåì èëè

÷åðåç áèíîìèíàëüíûå ôîðìóëû:

s2=452=(40+5)2=1600+400+25=2025;

=272=(30–3)2=900–180+9=729

 2025
–729
 1296 = h2

h = = 36 ìì
         –9
            39’6:66
         –396
                0

Ôîðìóëó äëÿ ïëîùàäè ëó÷øå âñåãî èñïîëüçîâàòü â âèäå
F=  · h, ïîñêîëüêó  óæå âû÷èñëåíî:

F=27 · 36
        252
        72
        972 ìì2

Äàëüíåéøèå ÷èñëîâûå ïðèìåðû äàíû â çàäà÷àõ â êîíöå
ãëàâû.

Ðèñ. 11.1
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Çàäà÷à 2: Äèàãîíàëè ðîìáà ðàâíû e è f. Âû÷èñëèòü ïëî-
ùàäü è ïåðèìåòð (ðèñ.11.2).

Âïèøåì ðîìá â ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè e è f. Îí â 2
ðàçà ïðåâîñõîäèò ðîìá, çíà÷èò, âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà
äëÿ ïëîùàäè ðîìáà:

S = 

Ñòîðîíû ðîìáà âû÷èñëèì ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, êàê ãèïî-
òåíóçû “÷åòâåðòíûõ” ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

s = 

Ïðèìåð: e=72 ìì f=154 ìì

F= =36 · 154

36 · 154
      924
    462
    5544 ìì2

Ðèñ. 11.2
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=362=(30+6)2=900+360+36=1296

=772=(80–3)2=6400–480+9=5929

   1296 = 85 ìì
+5929  –64
   7225=s2      82’5:165

  –825
u=4 · s=4 · 85=340 ìì         0

Çàäà÷à 3: Ïåðèìåòð ðîìáà u, äèàãîíàëü e. Íàéòè äðóãóþ
äèàãîíàëü — f è ïëîùàäü (ðèñ.11.2).

s = 

=

Ïðèìåð: u=400 ìì   å=56 ìì

=

282=(30–2)2=900–120+4=784

1002=10000
        –784
        9216

= 96 ìì = 
 –81
   111’6:186
 –1116
          0
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F= e · = 

                       480
               5376 ìì2

Çàäà÷à 4: Áîëüøîå îñíîâàíèå ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè
ðàâíî à, ìàëîå — ñ, áîêîâàÿ ñòîðîíà — d. Íàéòè âûñîòó è
ïëîùàäü (ðèñ.11.3).

Îïóñòèì èç îáåèõ âåðõíèõ âåðøèí ïî âûñîòå è âû÷èñëèì
h ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç “áîêîâîãî” òðåóãîëüíèêà:

h =

Ïðèìåð: a=135 ìì; c=25 ìì; s=73 ìì.

s2=732=(70+3)2=4900+420+9=5329

=552=(50+5)2=2500+500+25=3025

5329 = 48 ìì = h
     –3025 –16

2304=h2    704:88
   704
       0

Ðèñ. 11.3
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S = =  = 80 · 48
   3840 ìì2

Çàäà÷à 5: Âû÷èñëèòü ïëîùàäü íàêëîííîé ïëîñêîñòè
(ðèñ.11.4), åñëè äàíû l, b è h.

s= F=l · s
Ïðèìåð: l=20 ñì; b=15 ñì; h=8 ñì.

s = = = = 17 ñì;
F=20 · 17=340 ñì2.

Çàäà÷à 6: Âû÷èñëèòü ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êâàä-
ðàòíîé ïèðàìèäû ñî ñòîðîíîé îñíîâàíèÿ à è âûñîòîé h
(ðèñ.11.5).

Ðèñ. 11.4

Ðèñ. 11.5
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Ìû äîëæíû âû÷èñëèòü âûñîòó áîêîâîé ãðàíè f.

f =

Ïðèìåð: a=10 ñì h=12 ñì
f = = = = 13 ñì.

Ïëîùàäü îäíîé èç òðåóãîëüíûõ ãðàíåé:

F = =  = 65 ñì2.

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü:        4 · 65 ñì2=260 ñì2

Îñíîâàíèå:  100 ñì2

Ñóììàðíàÿ ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè:        360 ñì2.

Çàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷è

1. Îñíîâàíèå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà c, áîêîâàÿ
ñòîðîíà d, âûñîòà h è ïëîùàäü S. Íàéäè íåäîñòàþùåå.

ñ 20 66 80 48 78 96 54 22

d 26 65 58 74

h 80 64 36 60

S

ñ 120 154

d 85 106 73 97

h 84 90 48 72 16 108

S 1920 2772 1008
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2. Äèàãîíàëè ðîìáà e è f. Âû÷èñëè ïëîùàäü è ïåðèìåòð
(ðèñ.11.2).

e 22 54 26 96 72 78 130 102

f 120 72 168 128 154 160 144 280

3. Ïåðèìåòð ðîìáà u, äèàãîíàëü å. Âû÷èñëè äðóãóþ äèàãî-
íàëü è ïëîùàäü (ðèñ. 11.2).

u 40 260 400 360 232 656 424 520

e 12 66 56 108 84 72 112 64

4. Îñíîâàíèå ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíî à, ìàëîå
îñíîâàíèå — ñ è áîêîâàÿ ñòîðîíà — d. Âû÷èñëè âûñîòó è
ïëîùàäü (ðèñ. 11.3).

a 84 58 36 120 90 140 135 69

c 20 10 20 30 56 28 25 45

d 68 74 17 117 145 65 73 37

5. Íàéäè ïëîùàäü íàêëîííîé ïëîñêîñòè ïî l, b è h (ðèñ.
11.4).

l 30 32 45 40 55 63 84 80

b 24 21 40 35 45 55 80 77

h 7 20 9 12 28 48 39 36

6. Íàéäè ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êâàäðàòíîé ïèðà-
ìèäû ïî ñòîðîíå îñíîâàíèÿ à è âûñîòå h (ðèñ. 11.5).

a 16 72 120 66

h 15 27 11 56
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12. Òåîðåìà î êàòåòå —12. Òåîðåìà î êàòåòå —12. Òåîðåìà î êàòåòå —12. Òåîðåìà î êàòåòå —12. Òåîðåìà î êàòåòå —
òåîðåìà Åâêëèäàòåîðåìà Åâêëèäàòåîðåìà Åâêëèäàòåîðåìà Åâêëèäàòåîðåìà Åâêëèäà

Ñóùåñòâóåò óòî÷íåíèå òåîðåìû Ïèôàãîðà — óòî÷íåíèå â
òîì ñìûñëå, ÷òî êâàäðàò ãèïîòåíóçû ìîæåò áûòü ðàçäåëåí
íà äâå ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíÿåòñÿ îäíîìó èç êâàä-
ðàòîâ êàòåòîâ.

Â ðàâíîáåäðåííîì ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå äåëåíèå
óêàçàòü ëåãêî (ðèñ.12.1). Ïîñêîëüêó îáà êâàäðàòà êàòåòîâ
ðàâíîâåëèêè, êâàäðàò ãèïîòåíóçû ìîæíî ïðîñòî ðàçäåëèòü
ïîïîëàì — ïðîäîëæåíèåì âûñîòû.

Åñëè âåðøèíà òðåóãîëüíèêà äâèæåòñÿ èç âûñøåé òî÷êè
îêðóæíîñòè Ôàëåñà íàïðàâî, òî à2 óìåíüøàåòñÿ, à b2 óâåëè÷è-
âàåòñÿ (ðèñ.12.2). Ëèíèÿ äåëåíèÿ òàêæå ñäâèãàåòñÿ âïðàâî, è
óäèâèòåëüíûì îáðàçîì âûñîòà òðåóãîëüíèêà ñâîèì ïðîäîëæå-
íèåì äåëèò êâàäðàò ãèïîòåíóçû òàê, ÷òî ÷àñòè îñòàþòñÿ
ðàâíûìè êâàäðàòàì êàòåòîâ (ðèñ.12.2). Ýòî íå ñàìî ñîáîé
ðàçóìååòñÿ! Ëèíèÿ äåëåíèÿ âïîëíå ìîãëà áû äâèãàòüñÿ íåñèí-
õðîííî ñ âåðøèíîé Ñ, ìåäëåííåå èëè áûñòðåå, ñíîâà ñîâïàâ
òîëüêî â âåðøèíå Â (ðèñ. 12.3).

Íî ïîëîæåíèå äåë òàêîâî, ÷òî äâèæåíèå ëèíèè äåëåíèÿ
òî÷íî ñîâïàäàåò ñ äâèæåíèåì âåðøèíû è îðãàíè÷íî âïëåòå-
íî â ñîâîêóïíóþ êîíñòðóêöèþ.

Êàê óâèäåòü, ÷òî îáà ïðÿìîóãîëüíèêà, íà êîòîðûå âûñî-
òà äåëèò êâàäðàò ãèïîòåíóçû, â òî÷íîñòè ðàâíû êâàäðàòàì
êàòåòîâ? Ïîïðîáóåì ïðåîáðàçîâàòü êâàäðàòû â ïðÿìîóãîëü-
íèêè ñ ñîõðàíåíèåì ïëîùàäè íà êàæäîì øàãå (äëÿ ïðàâîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà ýòî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ðèñ.12.4—12.6).

Ñïåðâà ñìåñòèì ïðÿìîóãîëüíèê ââåðõ, äî ïàðàëëåëîãðàì-
ìà, ïðèìûêàþùåãî ê êâàäðàòó êàòåòà (ðèñ. 12.4). Îñü
ñìåùåíèÿ — ïðàâàÿ ñòîðîíà êâàäðàòà ãèïîòåíóçû. Çàòåì
ïîâåðíåì ïàðàëëåëîãðàìì âîêðóã âåðøèíû Â ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå íà 90° (ðèñ. 12.5). Îáå ñòîðîíû, ñîåäèíÿþùèåñÿ â Â,
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ïîñëå ïîâîðîòà ñíîâà îêàçûâàþòñÿ ñòîðîíàìè êâàäðàòîâ ãè-
ïîòåíóçû è êàòåòà. Òåïåðü ïîâåðíóòûé ïàðàëëåëîãðàìì
ñìåñòèì äî êâàäðàòà êàòåòà (ðèñ. 12.6). Îñü ñìåùåíèÿ —

Ðèñ. 12.1

Ðèñ. 12.2

Ðèñ. 12.3
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ïðàâàÿ íèæíÿÿ ñòîðîíà êâàäðàòà êàòåòà.
Ïîñêîëüêó ïðè ñìåùåíèè è ïîâîðîòå ïëîùàäü ñîõðàíÿåò-

ñÿ, èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíèê ðàâíîâåëèê êâàäðàòó êàòåòà. Íà
ëåâîé ñòîðîíå îáà ñìåùåíèÿ è ïîâîðîò ïðîõîäÿò òî÷íî òàê
æå. Ïåðâàÿ îñü ñìåùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ñòîðîíîé
êâàäðàòà ãèïîòåíóçû.

Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå ôèãóðó â äâèæåíèè (âåðùèíà Ñ
äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè Ôàëåñà), òî êâàäðàòû êàòåòîâ ìåíÿ-
þò ñâîè ðàçìåðû; îäíàêî âûñîòà âñåãäà îòñåêàåò ðàâíîâå-
ëèêèõ êâàäðàòàì ñïóòíèêîâ — ïðÿìîóãîëüíèêè â êâàäðàòå
ãèïîòåíóçû. È ïîñêîëüêó îáà ïðÿìîóãîëüíèêà âìåñòå ñîñòàâ-
ëÿþò êâàäðàò ãèïîòåíóçû, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåìó ðàâíà
è ñóììà êâàäðàòîâ êàòåòîâ.

Âûðàæàÿñü áîëåå ñòàòè÷íî, óäëèíåííàÿ âûñîòà äåëèò
êâàäðàò ãèïîòåíóçû íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàâíîâåëèêèõ
ðàñïîëîæåííûì ïîä íèìè êâàäðàòàì êàòåòîâ.

Åñëè äëÿ îáîèõ ÷àñòåé, íà êîòîðûå òî÷êà H äåëèò ãèïîòå-
íóçó, âûáðàòü â êà÷åñòâå íàçâàíèÿ “îòðåçêè ãèïîòåíóçû”, òî
ïîëîæåíèå äåë ìîæíî áóäåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì

Ðèñ. 12.4 Ðèñ. 12.5
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îáðàçîì: êâàäðàò êàòåòà ðàâíîâåëèê ïðÿìîóãîëüíèêó,
ïîñòðîåííîìó íà ãèïîòåíóçå è ïðèëåãàþùåì îòðåçêå ãè-
ïîòåíóçû. (Ãèïîòåíóçà — äëèíà ïðÿìîóãîëüíèêà, îòðåçîê ãè-
ïîòåíóçû — øèðèíà.)

Ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü îòðåçîê ãèïîòåíóçû, ðàñïîëîæåííûé
ïîä à, áóêâîé p, äðóãîé îòðåçîê — q (ðèñ. 12.7). Òîãäà òåîðåìó
ìîæíî âûðàçèòü â âèäå äâóõ ôîðìóë:

a2=p · c b2=q · c

Ýòîò âàæíûé ôàêò íàçûâàþò òåîðåìîé î êàòåòå èëè òåî-
ðåìîé Åâêëèäà.

Ïî Ïèôàãîðó è Åâêëèäó ìîæíî ïðîñëåäèòü ëèíèè èñòîðè-
÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. Åñëè î æèçíè Ïèôàãîðà íå ñîõðàíèëîñü
íèêàêèõ äîêóìåíòîâ è åãî âåñüìà íåòî÷íûé ïîðòðåò ñîñòàâ-
ëåí íà îñíîâå ïðåäàíèÿ, ðàññêàçîâ ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòå-
ëåé, òî î äåÿòåëüíîñòè Åâêëèäà ìû çíàåì ãîðàçäî áîëüøå,
õîòÿ îí è æèë âñåãî äâà ñòîëåòèÿ ñïóñòÿ. Î Ïèôàãîðå ìû äàæå
íå çíàåì, îñòàâèë ëè îí ïèñüìåííûå òðóäû! Îò Åâêëèäà äî
íàñ äîøëî åãî ãëàâíîå ïðîèçâåäåíèå, òàê íàçûâàåìûå

Ðèñ. 12.6

Ðèñ. 12.7
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“Ýëåìåíòû”, â êîòîðûõ îí âïîëíå ïîñëåäîâàòåëüíûì, äîêà-
çàòåëüíûì îáðàçîì ïîäûòîæèë ãåîìåòðè÷åñêîå ó÷åíèå ñâî-
èõ ïðåäøåñòâåííèêîâ. Ýòà ðàáîòà ïî êîëè÷åñòâó ñîõðàíèâ-
øèõñÿ ñïèñêîâ óñòóïàåò òîëüêî Áèáëèè. Âî Ôðàíöèè äî íà÷à-
ëà íàøåãî âåêà åþ ïîëüçîâàëèñü â êà÷åñòâå ó÷åáíèêà.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î êàòåòå ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó ïîñò-
ðîåíèÿ êâàäðàòà, ðàâíîâåëèêîãî äàííîìó ïðÿìîóãîëüíèêó (ðèñ.
12.8–12.10). Ïðÿìîóãîëüíèê ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäèí èç äâóõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ â êâàäðàòå ãèïîòåíóçû è ñîîòâåòñòâóþùèì
îáðàçîì äîïîëíÿåòñÿ. Äëèíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà
ãèïîòåíóçå, øèðèíà — îòðåçêó ãèïîòåíóçû, íàïðèìåð q. Ñïåðâà
äëèíó ïðÿìîóãîëüíèêà ïîâîðà÷èâàþò âîêðóã À â
ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå è ïîëó÷àþò äðóãîé êîíåö
ãèïîòåíóçû Â (ðèñ. 12.8). Çàòåì âîêðóã ãèïîòåíóçû ñòðîÿò
îêðóæíîñòü Ôàëåñà è â òî÷êå H âîññòàíàâëèâàþò ïåðïåíäè-
êóëÿð (ðèñ. 12.9). Åãî ïåðåñå÷åíèå ñ îêðóæíîñòüþ — âåðøèíà
Ñ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Êâàäðàò, ïîñòðîåííûé íà
êàòåòå ÀÑ, ðàâíîâåëèê èñõîäíîìó ïðÿìîóãîëüíèêó (ðèñ.
12.10).

Íà ðèñ. 12.11 ïîñòðîåí êâàäðàò, ðàâíîâåëèêèé ðàâíîñòî-
ðîííåìó òðåóãîëüíèêó. Â ãëàâå 15 ìû íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü
ïëîùàäü ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà è ñòîðîíó ðàâíîâå-
ëèêîãî êâàäðàòà.
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Ðèñ. 12.8 Ðèñ. 12.9 Ðèñ. 12.10

Ðèñ. 12.11



124

13. Òåîðåìà î âûñîòå13. Òåîðåìà î âûñîòå13. Òåîðåìà î âûñîòå13. Òåîðåìà î âûñîòå13. Òåîðåìà î âûñîòå

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå âñå îòðåçêè ñâÿçàíû äðóã
ñ äðóãîì. Ïîñêîëüêó êàòåòû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è
êàæäûé ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìó-
ëà äëÿ ïëîùàäè:

S= (ñì. ãë.3)

Êîíå÷íî, âåðíà è ôîðìóëà:

S=

Èç îáîèõ ôîðìóë ñëåäóåò:

2S=a · b=c · h

èëè: h=

Âûñîòà èíòåðåñíûì îáðàçîì ñâÿçàíà è ñ äâóìÿ îòðåçêà-
ìè ãèïîòåíóçû. Îáà ìåíüøèõ òðåóãîëüíèêà íà ðèñ.13.1 ïðÿ-
ìîóãîëüíû, òàê ÷òî h ìîæíî âûâåñòè ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Ïèôàãîðà èç a è p (èëè b è q).

h2=a2–p2 (òåîðåìà Ïèôàãîðà);

a2 çàìåíèì íà p · c (òåîðåìà î êàòåòå).

Èòàê: h2=p · c–p2

p ìîæíî âûíåñòè çà ñêîáêè:

h2=p · (c–p).

Ïîñêîëüêó c–p=q, èìååì:

h2=p · q.

Ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó ïðèâîäèò âû÷èñëåíèå, ïðîäåëàí-
íîå äëÿ ëåâîé ÷àñòè:
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h2=b2–q2 (òåîðåìà Ïèôàãîðà);

b2=q · c (òåîðåìà î êàòåòå)
h2=q · c–q2

h2=q · (c–q)
h2=q · p

Ýòó âçàèìîñâÿçü ìåæäó âûñîòîé è îáîèìè îòðåçêàìè ãèïî-
òåíóçû íàçûâàþò òåîðåìîé î âûñîòå: êâàäðàò âûñîòû ðàâ-
íîâåëèê ïðÿìîóãîëüíèêó, ñîñòàâëåííîìó èç îáîèõ îòðåçêîâ
ãèïîòåíóçû.

Íåò íèêàêèõ ñîìíåíèé â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû î âûñî-
òå, âåäü âñå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåíû êîððåêòíî. Îäíàêî
îñòàåòñÿ ÷óâñòâî, ÷òî ÷èñòî âû÷èñëèòåëüíûé ïóòü íåäîñòà-
òî÷íî ïðîÿñíÿåò íàì ñóòü. Õîòåëîñü áû “óâèäåòü”!

Íàðèñóåì êâàäðàò âûñîòû è ïðÿìîóãîëüíèê, îáðàçîâàí-
íûé èç äâóõ îòðåçêîâ ãèïîòåíóçû (ðèñ.13.2). Âèäíî ëè èç
÷åðòåæà, ÷òî êâàäðàò è ïðÿìîóãîëüíèê ðàâíîâåëèêè? Íåò, åùå

Ðèñ. 13.1

Ðèñ. 13.2
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íå âèäíî! Íóæíî ñíîâà äîïîëíèòü ÷åðòåæ, ÷òîáû ñâÿçü ñòàëà
âèäèìîé.

Âïèøåì êâàäðàò âûñîòû è ïðÿìîóãîëüíèê â îáúåìëþ-
ùèé ïðÿìîóãîëüíèê (ðèñ. 13.3). Ôèãóðà íàïîìèíàåò ãíîìîí.
Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îíà ñòàíîâèòñÿ òàêîâîé? Åñëè òî÷êà H
ëåæèò íà äèàãîíàëè DF, òî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî
êâàäðàò âûñîòû ðàâíîâåëèê ïðÿìîóãîëüíèêó.

Ñîåäèíèì H ñ D è F (ðèñ. 13.4). Êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä,
÷òî îáà îòðåçêà ïðèíàäëåæàò îäíîé ïðÿìîé. Íî íà îäíî òîëü-
êî çðåíèå ìû ïîëàãàòüñÿ íå ìîæåì. Ïîïðîáóåì íàéòè íà
÷åðòåæå ãåîìåòðè÷åñêèå îñíîâàíèÿ.

È ìû íàéäåì èõ: ðàññìîòðèì äâà òðåóãîëüíèêà HBF è HBC.
Îíè î÷åâèäíûì îáðàçîì êîíãðóýíòíû, è ýòî çíà÷èò, ÷òî îòðå-

Ðèñ. 13.4

Ðèñ. 13.3
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çîê HF èìååò òîò æå óãîë ïîäúåìà, ÷òî è îòðåçîê BC. Äàëåå
ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê DJH. Îí ïðÿìîóãîëüíûé, êàòåòû
ðàâíû h è q. Ñëåäîâàòåëüíî, îí êîíãðóýíòåí òðåóãîëüíèêó HCA
è èìååò ñ íèì ðàâíûå óãëû. Íî óãîë ïðè âåðøèíå Ñ äîëæåí
áûòü ðàâåí β, ïîñêîëüêó âìåñòå ñ óãëîì α îí ñîñòàâëÿåò 90°.
Èòàê, óãîë ïðè D òîæå ðàâåí β. Íî åñëè îáà îòðåçêà – DH è HF
ïîäíèìàþòñÿ ïîä îäíèì è òåì æå óãëîì, îíè äîëæíû ëåæàòü
íà îäíîé è òîé æå ïðÿìîé, íà äèàãîíàëè DF. Èòàê, H äåéñòâè-
òåëüíî ëåæèò íà äèàãîíàëè, à ôèãóðà — íàñòîÿùèé ãíîìîí.
Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàò âûñîòû è ïðÿìîóãîëüíèê
ðàâíîâåëèêè. Ìû èñïûòûâàåì ãëóáîêîå óäîâëåòâîðåíèå — è
âìåñòå ñ íèì óâåðåííîñòü — â èñòèííîñòè òåîðåìû î âûñîòå.

Ïîïðîáóåì ñìåùåíèåì ïðåîáðàçîâàòü ïðÿìîóãîëüíèê â

Ðèñ. 13.6

Ðèñ. 13.5
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êâàäðàò. Ñíîâà ïîòðåáóþòñÿ òðè øàãà: âíà÷àëå ñìåùåíèå
âëåâî âäîëü îñè JE (ðèñ.13.5). Ïîñêîëüêó îáå “áîêîâûå” ñòî-
ðîíû ïîäíèìàþòñÿ âëåâî ïîä îäèíàêîâûì óãëîì, ïðîäîëæå-
íèå ïðàâîé ïðîõîäèò ÷åðåç G (âåäü äèàãîíàëè â áîëüøîì
ïðÿìîóãîëüíèêå îáðàçóþò ñ ãîðèçîíòàëÿìè óãîë β). Âòîðîå
ñìåùåíèå ñ îñüþ JK âëåâî ââåðõ (ðèñ.13.6). Òðåòüå — ñ îñüþ
KG â êâàäðàò âûñîòû (ðèñ.13.7).

Òåîðåìà î âûñîòå ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ
äëÿ äàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíîâåëèêîãî êâàäðàòà (ðèñ.
13.8, 13.9). Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ðåøåíèè ñíîâà èãðàåò îê-
ðóæíîñòü Ôàëåñà. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà âûñòóïàþò â âèäå
îòðåçêîâ ãèïîòåíóçû.
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Ðèñ. 13.7

Ðèñ. 13.8

Ðèñ. 13.9
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14. Êàê ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì14. Êàê ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì14. Êàê ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì14. Êàê ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì14. Êàê ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì
âñå îòðåçêè â ïðÿìîóãîëüíîìâñå îòðåçêè â ïðÿìîóãîëüíîìâñå îòðåçêè â ïðÿìîóãîëüíîìâñå îòðåçêè â ïðÿìîóãîëüíîìâñå îòðåçêè â ïðÿìîóãîëüíîì
òðåóãîëüíèêåòðåóãîëüíèêåòðåóãîëüíèêåòðåóãîëüíèêåòðåóãîëüíèêå

Òîëüêî äîïîëíèâ òåîðåìó Ïèôàãîðà òåîðåìàìè î êàòåòå è
î âûñîòå, ìîæíî óâèäåòü, êàêèì îáðàçîì ñâÿçàíû âñå îòðåç-
êè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòè
âçàèìîñâÿçè íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ. Ðàññìîòðèì â êà÷å-
ñòâå ïðèìåðà íàèáîëåå èçâåñòíûé èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåó-
ãîëüíèêîâ — åãèïåòñêèé, ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí 3 : 4 : 5, è
âû÷èñëèì îòðåçêè ãèïîòåíóçû è âûñîòó.

Ïðèìåð 1:  a=30 ìì   b=40 ìì c=50 ìì (ðèñ.14.1)
Îòðåçêè ãèïîòåíóçû âû÷èñëèì èç òåîðåìû î êàòåòå:

p · c=a2 → p= =  ìì2
  ìì =18 ìì;

q · c=b2 → q= =    ìì2
  ìì =32 ìì;

Ïðîâåðêà:  p+q=18 ìì+32 ìì=50 ìì=ñ.
Âûñîòó h ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè:
1. Èñõîäÿ èç ïëîùàäè:

h= = = =24 ìì.

2. Èñõîäÿ èç òåîðåìû î âûñîòå:

h= = = =24 ìì.

3. Èñõîäÿ èç òåîðåìû Ïèôàãîðà äëÿ ïðàâîãî òðåóãîëüíè-
êà:

h= = = =24 ìì.
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4. Èñõîäÿ èç òåîðåìû Ïèôàãîðà äëÿ ëåâîãî òðåóãîëüíèêà:
h= = = =24 ìì.

Âñå ÷åòûðå ñïîñîáà äàþò îäíó è òó æå âûñîòó! Òàêèì îá-
ðàçîì ïåðåïëåòåíû äðóã ñ äðóãîì îòðåçêè â ïðÿìîóãîëüíîì
òðåóãîëüíèêå!

Ïðèìåð 2:   a=6 ìì   b=8 ìì c=10 ìì (ðèñ. 14.2)
Åäèíèöû èçìåðåíèÿ áóäåì ïðîñòàâëÿòü òîëüêî â îêîí÷à-

òåëüíûõ ðåçóëüòàòàõ:

1. p= = =3,6 ìì

2. q= = =6,4 ìì

Ïðîâåðêà:  p+q=3,6+6,4=10 ìì=ñ

Ðèñ. 14.1

Ðèñ. 14.2
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3. h= = = =4,8 ìì

4. h= = = =4,8 ìì

5. h= = = = =4,8 ìì

6. h= = = = =4,8 ìì

Ïðèìåð 3:   a=5 ñì b=12 ñì c=13 ñì (èíäèéñ-
êèé òðåóãîëüíèê)

Áóäåì âû÷èñëÿòü, èñïîëüçóÿ îáû÷íûå äðîáè.

1. p= = =1 12/13 ñì

2. q= = =11 1/13 ñì

Ïðîâåðêà:  p+q=1 12/13+11 1/13=13 cì=ñ

3. h= =5 · = =4 8/13 cì

4. h= = = = = 4 8/13 cì

5. h= = = =

   = =

   = = = 4 8/13 cì.

Ïîñëåäíåå âû÷èñëåíèå íà ïåðâûé âçãëÿä âûãëÿäèò î÷åíü
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ñëîæíî. Êòî ïîâòîðíî ïðîäóìàåò åãî õîä, ìîæåò íàó÷èòüñÿ
íà ýòîì ïðèìåðå ñâîáîäíîìó îáðàùåíèþ ñ äðîáíûìè è ïîë-
íûìè êâàäðàòàìè. Ñóùåñòâåííûå øàãè: ïðåîáðàçîâàòü 25 â
äðîáü ñî çíàìåíàòåëåì 169 è âûíåñòè â ÷èñëèòåëå 25 çà
ñêîáêè. Òîãäà íåò íóæäû âû÷èñëÿòü ïðîèçâåäåíèÿ 25 · 25 è
25 · 169.

6. h= = = =

   = =

     = = 4 8/13 cì.

Åñòåñòâåííî, ïÿòîå è øåñòîå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî îïóñòèòü.

Ïðèìåð 4:    a=5 ñì   b=12 ñì c=13 ñì

1. p= = =3 13/17 ñì

2. q=  = =13 4/17 ñì

Ïðîâåðêà:   p+q=3 13/17+13 4/17=17 cì=ñ

3. h= = = =7 1/17 cì

4. h= = =  = = =7 1/17 cì

Âçàèìîñâÿçü òåîðåìû î âûñîòå, òåîðåìû î êàòåòå è ôîð-
ìóëû ïëîùàäè ìîæíî âûðàçèòü è â îáùåì âèäå:
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= = = =h

Óæå íà ýòèõ íåìíîãèõ ïðèìåðàõ ìû ìîæåì ïî÷óâñòâîâàòü,
êàê îðãàíè÷íî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì âñå îòðåçêè ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà.
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15. Íåèçâëåêàþùèåñÿ êîðíè.15. Íåèçâëåêàþùèåñÿ êîðíè.15. Íåèçâëåêàþùèåñÿ êîðíè.15. Íåèçâëåêàþùèåñÿ êîðíè.15. Íåèçâëåêàþùèåñÿ êîðíè.
Ýêñêóðñ â îáëàñòüÝêñêóðñ â îáëàñòüÝêñêóðñ â îáëàñòüÝêñêóðñ â îáëàñòüÝêñêóðñ â îáëàñòü
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåëèððàöèîíàëüíûõ ÷èñåëèððàöèîíàëüíûõ ÷èñåëèððàöèîíàëüíûõ ÷èñåëèððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Âàæíûå çàäà÷è íà òåîðåìó Ïèôàãîðà ïðèâîäÿò ê íåèçâëå-
êàþùèìñÿ êîðíÿì. Íà íèõ íàòûêàåøüñÿ, åñëè íóæíî âû÷èñ-
ëèòü, ñêàæåì, ãèïîòåíóçó ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà.

Ïóñòü áîêîâàÿ ñòîðîíà òàêîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 4 ñì.
×åìó ðàâíà ãèïîòåíóçà (ðèñ. 15.1)? Ìû çíàåì, ÷òî êâàäðàò
ãèïîòåíóçû ðàâåí äâàæäû 16 ñì2, èëè 32 ñì2. Èòàê, ãèïîòåíó-
çà ñ ðàâíà :

=5,656…
  –25
     70’0:106
   –636
       640’0:1125
    –5625
         7750’0:11306
      –67836
            9664

Îñòàòêè è äåëèòåëè ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëüøå è áîëüøå; è
òðóäíåå, — ÷åì æå âñå êîí÷èòñÿ?! Áåç ñîìíåíèÿ, êîðåíü íå
èçâëå÷åí äî êîíöà. Íî? Ìîæíî ëè âîîáùå ïðèéòè ê êîíöó, èëè
òàê è ïðèäåòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ðåçóëüòà-
òîì? Îáðàòèìñÿ ê ïîëó÷åííîìó ÷èñëó. Ìû èùåì ÷èñëî,
êîòîðîå, áóäó÷è âîçâåäåíî â êâàäðàò, äàåò 32. Âîçâåäåì â
êâàäðàò 5,656:
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5,656 · 5,656
         33936
      28280
        33936
      28280
    31,990336

Ðîâíî 32 íå âûõîäèò, ïîëó÷àåòñÿ ÷óòü ìåíüøå, íî ïî÷òè
32. Ïîñìîòðèì, ñêîëüêî íå õâàòàåò äî 32:

32,000000
       –31,990336

 0,009664

Â òî÷íîñòè ýòè öèôðû (9664) ïîÿâëÿþòñÿ êàê ïîñëåäíèé
îñòàòîê ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ! Áîëåå òîãî, äàæå çàïÿòàÿ ñòîèò

Ðèñ. 15.1

4 ñì 4 ñì

32 ñì2
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íà íóæíîì (òðåòüåì) ìåñòå. Åñëè ïðèáàâèòü îñòàòîê ê 5,6562,
ïîëó÷èòñÿ 32:

5,6562=31,990336
               +0,009664

 32,000000

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ïðèøëî âñå æå ê èçâåñòíîìó
çàâåðøåíèþ è íå ïîâèñëî â íåîïðåäåëåííîñòè.

Íåëüçÿ ëè ðàññìàòðèâàòü ïðèáàâëåíèå îñòàòêà êàê ñâîå-
ãî ðîäà ïðîâåðêó íà ïðàâèëüíîñòü èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ, è íåëüçÿ
ëè ïðîäåëûâàòü òàêóþ ïðîâåðêó ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà
øàãîâ àëãîðèòìà?

Ïðèáàâëåíèå îñòàòêà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî çíàêà ïîñëå
çàïÿòîé:

=5,6 5,6 · 5,6
  –25         336
     70’0:106     280
   –636      31,36
         64     + 0,64

    32,00

Ïðèáàâëåíèå îñòàòêà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî çíàêà ïîñëå
çàïÿòîé:

=5,656… 5,65 · 5,65
  –25          2825
     70’0:106        3390
   –636      2825
       640’0:1125     31,9225
    –5625     +0,0775
        775     32,0000

Âûõîäèò, ñïðàâåäëèâî íàøå íàáëþäåíèå, ÷òî ïîñëåäíèé
îñòàòîê, ïðèáàâëåííûé ê êâàäðàòó ðåçóëüòàòà, ñ òî÷íîñòüþ
äàåò ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå? Áåñïîëåçíî ïðèâîäèòü êîíê-
ðåòíûå ïðèìåðû, íåîáõîäèìî íàéòè àðãóìåíòû îáùåãî ïîðÿä-
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êà. Ðàññìîòðèì åùå ðàç ðèñ.15.1: ïëîùàäü êâàäðàòà ãèïîòå-
íóçû 32 ñì2. Âïèøåì â êâàäðàò ãèïîòåíóçû êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé 5 ñì (ðèñ. 15.2). Îí íå äî êîíöà çàïîëíèò èñõîäíûé
êâàäðàò: âíèçó è ñïðàâà îñòàíóòñÿ ïîëîñêè, êîòîðûå âìåñòå
ñîñòàâÿò “óãîëîê”. Ïëîùàäü óãîëêà 7 ñì2. Íàì íàäî óçíàòü
øèðèíó óãîëêà. ×òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, ïåðåéäåì ê ìì2.
Óãîëîê ñîñòîèò èç äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëèíîé 50 ìì è
êâàäðàòèêà. Äåëèì 700 ìì2 íà 100 ìì. Ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ
øèðèíû ïðÿìîóãîëüíèêà. Íóæíî, ïðàâäà, ó÷åñòü êâàäðàòèê.
Øèðèíà äîëæíà áûòü çàêëþ÷åíà ìåæäó 6 è 7 ìì. Íå 7 ìì — â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíèêè ñîñòàâèëè áû 700 ìì2 è
áåç âñÿêîãî êâàäðàòèêà.

Âïèøåì â ðèñóíîê óãîëîê ñî ñòîðîíîé 6 ìì (ðèñ. 15.3). Åãî
ïëîùàäü 636 ìì2. Îí òîæå íå âïîëíå ïîêðûâàåò êâàäðàò
ãèïîòåíóçû; îñòàåòñÿ íîâûé — ñîâñåì ìàëåíüêèé — óãîëîê,
ïëîùàäü êîòîðîãî 64 ìì2, à øèðèíà, áåçóñëîâíî, ìåíüøå 1
ìì.

Ñðàâíèì íàøè ðàññóæäåíèÿ ñ ïðîöåäóðîé èçâëå÷åíèÿ
êîðíÿ:

=5,656…
  –25
     70’0:106
    –636
         64

Âñå òî æå ñàìîå! Âíà÷àëå îñòàòîê 7 ñì2. Ïðèáàâëåíèå
äâóõ íóëåé îçíà÷àåò íå ÷òî èíîå, êàê ïåðåõîä ê ìì2. Òå-
ïåðü ýòîò îñòàòîê ìû äîëæíû áû ðàçäåëèòü íà 100 ìì —
íî àðèôìåòè÷åñêè ñïîäðó÷íåå 70 äåëèòü íà 10. ×èñëî
636 — íå ÷òî èíîå, êàê ïëîùàäü óãîëêà ñî ñòîðîíîé 6 ìì.
64 ìì2 ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü âòîðîãî, áîëåå óçêîãî óãîëêà.
Âû÷èñëÿÿ 5,62, ìû âû÷èñëÿåì ïëîùàäü óâåëè÷åííîãî êâàä-
ðàòà. Åñëè ìû ïðèáàâëÿåì ïëîùàäü âòîðîãî óãëà, òî â èòî-
ãå äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ 32 ñì2. Õîòÿ ðàññóæäåíèÿ îñíîâà-
íû íà ñîâåðøåííî êîíêðåòíîì ïðèìåðå, ñðàçó áðîñàåòñÿ
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5 ñì 25 ñì2

5 ñì

6 ìì

50 ìì

5
0
 
ì
ì

Ðèñ. 15.2

Ðèñ. 15.3
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â ãëàçà òî, ÷òî îíè èìåþò îáùèé õàðàêòåð. È òî, ÷òî èõ
ìîæíî ïîâòîðèòü: 64 ìì2 íóæíî òåïåðü ïðåâðàòèòü â 6400
äìì2 (äåöèìèëëèìåòð — äåñÿòàÿ ÷àñòü ìèëëèìåòðà), âçÿòü
âíóòðåííèé óãîëîê 1120 äìì è òàê äàëåå. Äëÿ âû÷èñëè-
òåëüíîãî ïðîöåññà èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ íàéäåíà
ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. È îíà óáåæäàåò íàñ, ÷òî
åñëè ïîñëåäíèé îñòàòîê ïðèáàâèòü ê êâàäðàòó ðåçóëüòàòà,
òî âñåãäà ïîëó÷èòñÿ ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå.

Èòàê, åñëè äàæå ìû ïðåðûâàåì ïðîöåññ èçâëå÷åíèÿ êîð-
íÿ, ìû âñåãäà ìîæåì óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ïðèáàâëåíè-
åì îñòàòêà. Ýòî âñåëÿåò ÷óâñòâî óâåðåííîñòè, çäîðîâîå
äîâåðèå ê ñåáå. Äëÿ øêîëüíèêîâ áëàãî — êàê ìîæíî ÷àùå
ïåðåæèâàòü ýòî ÷óâñòâî.

Äðóãèå ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ãèïîòåíóçû ñ ïî áîêîâîé
ñòîðîíå s ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà:

1. s=3 ñì ñ2=2s2=18 ñì2

=4,24 4,24 · 4,24
  –16            1696
     20’0:82           848
  –164       1696
        360’0:844      17,9776
      –3376     +0,0224
          224      18,0000

2. s=5 ñì ñ2=2s2=50 ñì2

=7,07 7,07 · 7,07
  –49           4949
      10’0:140      49490
           0     49,9849
      1000’0:1407       +0,0151
      –9849        50,0000
           151

3. s=6 ñì ñ2=2s2=72 ñì2
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=8,48 8,48 · 8,48
  –64           6784
       80’0:164         3392
    –656      6784
      1440’0:1688     71,9104
     –13504    +0,0896
           896     72,0000

Ñ ïîìîùüþ îñòàòêà ìû, êàê âèäíî, ìîæåì óáåäèòüñÿ â
ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé. Íî êàê ýòè âû÷èñëåíèÿ ïîéäóò
äàëüøå, ìû âñå æå åùå íå çíàåì.

Â çàêëþ÷åíèå ìû ðàññìîòðèì ïðîöåññ èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ
äëÿ îäíîãî îñîáîãî ñëó÷àÿ; âñå ïðèâåäåííûå ïðèìåðû íà
ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îäíîãî ñïåöèàëü-
íîãî âèäà. Êàêèì áû íè áûëî s, âñåãäà:

ñ2=2s2

c= =

Åñëè ìû çíàåì , ìû ìîæåì óçíàòü è ñ ïðîñòûì óìíî-
æåíèåì  íà s. Ó  âû÷èñëèì òðè öèôðû ïîñëå çàïÿòîé:

=1,414 1,414 · 1,414
  –1               5656
   10’0:24            1414
    –96          5656
         40’0:281        1414
         281        1,999396
         1190’0:2824                +604
        –11296         2,000000
               604

Äëÿ s=3, 4, 5, 6 ñì ìû óæå âû÷èñëèëè:
s=3 ñì ñ= = 4,24 ñì
s=4 ñì ñ= = 5,656 ñì
s=5 ñì ñ= = 7,07 ñì
s=6 ñì ñ= = 8,48 ñì
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Ïîñ÷èòàåì òåïåðü ïî ôîðìóëå ñ=

Ïðè òî÷íîñòè äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé ðåçóëüòàòû òå
æå. (Îá îêðóãëåíèè ìû åùå ïîãîâîðèì.)

Íî êàê äàëüøå áóäåò ïðîäâèãàòüñÿ èçâëå÷åíèå ? Ïðå-
êðàòèòñÿ ëè îíî îäíàæäû, òî åñòü äîéäåì ëè ìû äî
íóëåâîãî îñòàòêà? Îòâåò ãëàñèò: “Íåò, âû÷èñëåíèÿ íèêîãäà
íå îñòàíîâÿòñÿ; íèêîãäà ìû íå äîéäåì äî íóëåâîãî îñòàò-
êà. Äåñÿòè÷íàÿ äðîáü áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî çíàêîâ
ïîñëå çàïÿòîé, ïðè÷åì áåç ïåðèîäà, òî åñòü áåç ïîâòîðÿþ-
ùèõñÿ öèôðîâûõ ãðóïï. È ýòî îòíîñèòñÿ êî âñåì íåèçâëå-
êàþùèìñÿ êîðíÿì!” Íî ïî÷åìó? Ýòî “Ïî÷åìó” ó÷åíèêè óæå
â 8-ì êëàññå îùóùàþò êàê ãëóáîêèé âíóòðåííèé âîïðîñ; íî
âïîëíå îáîñíîâàííûé îòâåò âîçìîæåí òîëüêî íà áîëåå
âûñîêîé ñòóïåíè ïîíèìàíèÿ. Êëàññíûé ó÷èòåëü ñ ïîëíûì
ïðàâîì ìîæåò àïåëëèðîâàòü ê áóäóùèì óðîêàì â ñòàðøåé
øêîëå. Õîòÿ, âåðîÿòíî, è äëÿ êëàññíîãî ó÷èòåëÿ áóäóò
íåáåçûíòåðåñíû òå ðàçìûøëåíèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê
îòâåòó íà ïîñòàâëåííûé íàìè âîïðîñ. Ê íèì ìû îáðàòèìñÿ
â Ïðèëîæåíèè.

Èòàê, âû÷èñëåíèå íåèçâëåêàþùåãîñÿ êîðíÿ ìû, ê ñ÷àñòüþ
èëè ê ñîæàëåíèþ, äîëæíû â êàêîé-òî ìîìåíò ïðåðâàòü. Ïðè
ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â ãåîìåòðèè è òåõíèêå âñòàåò
âîïðîñ: êàêîé òî÷íîñòè íóæåí ðåçóëüòàò? È â çàâèñèìîñòè îò
òðåáóåìîé òî÷íîñòè âû÷èñëÿþòñÿ îäèí, äâà, òðè èëè áîëüøå
çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Âïðî÷åì, áîëüøå òðåáóåòñÿ íå ÷àñòî.
Åñëè ðåçóëüòàò äîëæåí áûòü èçâåñòåí ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé
öèôðû ïîñëå çàïÿòîé, òî âû÷èñëÿþòñÿ äâå öèôðû è çàòåì
ðåçóëüòàò îêðóãëÿåòñÿ.

Ïðèìåð 1: =4,69
 –16
    60’0:86
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  –516
     840’0:929
     8361
       39

Âòîðàÿ öèôðà ïîñëå çàïÿòîé – 9; çíà÷èò, ïåðâàÿ öèôðà
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ 6 äî 7: =4,7. Íè 4,6, íè 4,7 íå ðàâíû ;
ïåðâîå çíà÷åíèå ñëèøêîì ìàëî, âòîðîå — ñëèøêîì âåëèêî.
Âîçâåäåì èõ â êâàäðàò:

4,6 · 4,6 4,7 · 4,7
      276       329
     184      188
     21,16      22,09

4,72 íåçíà÷èòåëüíåå îòëè÷àåòñÿ îò 22. Õîòÿ ðåçóëüòàò è
íåòî÷åí, ïî êðàéíåé ìåðå ìàêñèìàëüíî óìåíüøåíî âîçìîæ-
íîå ðàñõîæäåíèå.

Ïðèìåð 2: =4,472
                      –16

   40’0:84
  –336
     640’0:887
   –6209
       1910’0:8942
     –17884
         1216

Òðåòüÿ öèôðà ïîñëå çàïÿòîé — 2. Ïðîñòî îòáðîñèì åå:
=4,47. È ìû çíàåì, ÷òî 4,47 òî÷íåå, ÷åì 4,48.

Ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ïðèâåë íàñ
ê . Ãèïîòåíóçà â  ðàç áîëüøå áîêîâîé ñòîðîíû
(ðèñ.15.4). È íàîáîðîò: s=  (ðèñ.15.5). Èëè s=  (ðèñ.
15.6).

Âûñîòà äåëèò òðåóãîëüíèê íà äâà ìåíüøèõ, â ñâîþ î÷å-
ðåäü ïðÿìîóãîëüíûõ è ðàâíîáåäðåííûõ, ñ áîêîâîé ñòîðîíîé

 è ãèïîòåíóçîé s. Èòàê, äëÿ s âåðíû äâå ôîðìóëû. Èõ ðàâ-
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Ðèñ. 15.4 Ðèñ. 15.5

Ðèñ. 15.6

Ðèñ. 15.7 Ðèñ. 15.8
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íîçíà÷íîñòü âèäíà è ÷èñòî âû÷èñëèòåëüíî:

s= = = = .

Òå æå ñàìûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ ñòîðîíû è äèàãî-
íàëè êâàäðàòà, ïîñêîëüêó äèàãîíàëü äåëèò êâàäðàò íà äâà
ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà (ðèñ.15.7 è
15.8).

d= s= = .

Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ïðèâîäèò íàñ ê äðóãîìó
íåèçâëåêàþùåìóñÿ êîðíþ. Íóæíî, çíàÿ åãî ñòîðîíó, âû÷èñ-
ëèòü âûñîòó è ïëîùàäü (ðèñ. 15.9).

h2=

h2=

h2=

h=

Ðèñ. 15.9
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h=

Ïî êàêèì ïðàâèëàì ìû ïåðåõîäèëè îò ñòðîêè ê ñòðîêå?

1.

2. (ðèñ.15.10)

3. ?

Ïîä êîðíåì ìîæíî óìíîæàòü è äåëèòü; èç êàæäîãî ñîìíî-
æèòåëÿ è èç êàæäîãî ó÷àñòíèêà äåëåíèÿ ìîæíî èçâëåêàòü
êîðåíü ïî îòäåëüíîñòè.

Ðèñ. 15.10
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h=

Ïëîùàäü ðàâíîñòðîííåãî òðåóãîëüíèêà èùåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå:

Èòàê, âûñîòà è ïëîùàäü ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà
ñòîÿò ïîä çíàêîì ÷èñëà .

=1,7320
  –1
    20’0:27
  –189
    110’0:343
   –1029
        710’0:3462
      –6924
          1760’0:34640
                 –0
           17600

Ïîñêîëüêó ÷åòâåðòàÿ öèôðà ïîñëå çàïÿòîé — 0, = 1,732
ñ î÷åíü õîðîøåé òî÷íîñòüþ.

Ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ðàâíîñòîðîííåãî è ðàâíîáåäðåí-
íîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêîâ èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü
â ãåîìåòðèè; îíè èñïîëüçóþòñÿ ïîâñåìåñòíî. Íàïðèìåð, â
òðèãîíîìåòðèè. Îíè ñîçäàþò âàæíûé ôóíäàìåíò äëÿ ðàáîòû
â ñòàðøèõ êëàññàõ.

Çàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷èÇàäà÷è

1. Âû÷èñëè ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé
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(çíà÷èò, âû÷èñëÿòü ïðèäåòñÿ äâå öèôðû ïîñëå çàïÿòîé, à
çàòåì îêðóãëÿòü) äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè l
ñì è b ñì. Ðåçóëüòàò ïðîâåðÿé ïîñòðîåíèåì:

l 5 6 7 9

b 3 5 4 5

2. Âû÷èñëè øèðèíó ïðÿìîóãîëüíèêà ñ äëèíîé l ñì è äè-
àãîíàëüþ d ñì ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé öèôðû ïîñëå çàïÿ-
òîé:

l 5 6 7 9

d 6 8 9 10

3. Äëèíà ëåñòíèöû 3,4 ì. Åñëè åå âåðõíÿÿ òî÷êà ñ òî÷íîñ-
òüþ êàñàåòñÿ âåðõíåãî êðàÿ ñòåíû, íèæíÿÿ òî÷êà îòñòîèò îò
ýòîé ñòåíû íà 1,2 ì. Íàéäè âûñîòó ñòåíû.

4. Íàéäè ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ñ öåëî÷èñëåííûìè
êàòåòàìè, ãèïîòåíóçû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû ñ ñî
çíà÷åíèÿìè:

ñ=

Ïîñòðîé îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ è ïðîâåðü, ñîâïàäàåò ëè
ðåçóëüòàò èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ñî çíà÷åíèåì íà ÷åðòåæå.

5. Èùåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ öåëî÷èñëåííîé
ãèïîòåíóçîé ñ è öåëî÷èñëåííûì êàòåòîì à, âòîðîé êàòåò êî-
òîðîãî ðàâåí b è ïðèíèìàåò ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ:

b=

6. Âû÷èñëè äèàãîíàëü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé s ñì. =
1,414; òî÷íîñòü — äâà çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

s 10 12 15 2,5 3,2 4,1
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Ïðîâåðü îäèí èç ðåçóëüòàòîâ, èñïîëüçóÿ òî÷íîå ïîñòðîå-
íèå.

7. ×åìó ðàâíà ñòîðîíà êâàäðàòà ñ äèàãîíàëüþ d?

d 4 10 12 5 9 4,8 6,6

8. Âû÷èñëè âûñîòó è ïëîùàäü ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-
íèêà ñî ñòîðîíîé s ñì. = 1,732; òî÷íîñòü — äâà çíàêà ïîñ-
ëå çàïÿòîé.

s 4 6 10 2,4 3,6 5,8

9. Íàéäè ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà, âïèñàí-
íîãî â îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì 6 ñì? ×åìó ðàâíà ðàçíèöà
ïëîùàäåé øåñòèóãîëüíèêà è êðóãà? Ïëîùàäü êðóãà F=πr2;
π=3,14.

10. Ïîñòðîé âïèñàííóþ è îïèñàííóþ îêðóæíîñòü êâàäðàòà
(íàïðèìåð, ñî ñòîðîíîé s=6 ñì). Íàéäè îòíîøåíèå ïëîùàäåé.

11. Â ãëàâå î ãîìîòåòèè ìû âïèñûâàëè êâàäðàò â ïîëóêðóã.
Ïîñòðîé âïèñàííûé êâàäðàò äëÿ ïîëóêðóãà ñ ðàäèóñîì r = 4
ñì è âû÷èñëè ñòîðîíó êâàäðàòà ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ çíàêîâ.
Óêàçàíèå: Îáîçíà÷ü ñòîðîíó êâàäðàòà x. Íàéäè íà ðèñóíêå
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê è âû÷èñëè ñòîðîíó ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà.

12. Ïîñòðîé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè c=6 ñì, a=5 ñì, b=4
ñì. Âûáåðè öåíòð ãîìîòåòèè (ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì) è óâå-
ëè÷ü òðåóãîëüíèê òàê, ÷òîáû ïëîùàäü óäâîèëàñü. Óêàçàíèå:
Åñëè ïëîùàäè îòíîñÿòñÿ êàê 1 : 2, òî îòðåçêè îòíîñÿòñÿ êàê

. À ìû çíàåì îòðåçêè, íàõîäÿùèåñÿ äðóã ê äðóãó
â òàêîì îòíîøåíèè!

Ïðèëîæåíèå ê âîïðîñó:Ïðèëîæåíèå ê âîïðîñó:Ïðèëîæåíèå ê âîïðîñó:Ïðèëîæåíèå ê âîïðîñó:Ïðèëîæåíèå ê âîïðîñó:
Áåñêîíå÷íî ëè âû÷èñëåíèåÁåñêîíå÷íî ëè âû÷èñëåíèåÁåñêîíå÷íî ëè âû÷èñëåíèåÁåñêîíå÷íî ëè âû÷èñëåíèåÁåñêîíå÷íî ëè âû÷èñëåíèå ?????
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×èñòî óìîçðèòåëüíî îäíà âîçìîæíîñòü: ïðîöåññ â êàêîé-
òî ìîìåíò îñòàíàâëèâàåòñÿ. Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü — õîòÿ
âû÷èñëåíèÿ è ïðîäîëæàþòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, íî ïðè ýòîì
ïîâòîðÿåòñÿ íåêàÿ ãðóïïà öèôð. Òî åñòü äåñÿòè÷íàÿ äðîáü
îêàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ÷òî íàì óæå õîðîøî çíàêîìî.
Òðåòüÿ âîçìîæíîñòü: äåñÿòè÷íàÿ äðîáü áåñêîíå÷íà è íåïå-
ðèîäè÷íà.

Ïåðâàÿ è âòîðàÿ âîçìîæíîñòè îçíà÷àþò:  ïðåäñòàâèìà

â âèäå , ïîñêîëüêó òàêîå ïðåäñòàâëåíèå (â âèäå îáûêíî-
âåííîé äðîáè) ñóùåñòâóåò äëÿ âñÿêîé êàê êîíå÷íîé, òàê è áåñ-
êîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáè.

Ïðèìåðû òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ
äðîáåé íàì õîðîøî èçâåñòíû:

0,25= 0,375= ; 0,4136= = .

Êàê íàéòè îáûêíîâåííóþ äðîáü, ñîîòâåòñòâóþùóþ áåñ-
êîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè?

Ïðèìåð 1: Êàêàÿ îáûêíîâåííàÿ äðîáü  ðàâíà áåñîíå÷-
íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè 1,343434..? Óâåëè÷èì äðîáü â ñòî ðàç
è îòíèìåì îò ðåçóëüòàòà ïåðâîíà÷àëüíîå ÷èñëî:

134,343434...
 –1,343434...
133,000000...

“Áåñêîíå÷íîñòü” ïîñëå çàïÿòîé èñ÷åçëà; îñòàëîñü öåëîå
÷èñëî 133. Îíî ðàâíî 99-êðàòíîìó èñõîäíîìó ÷èñëó.

99 · 1,343434...=133

      1,343434...=
Òàê ìîæíî â ïðèíöèïå ïîñòóïàòü ñî âñÿêîé ïåðèîäè÷åñ-

êîé äðîáüþ. Åñëè ïåðèîä îõâàòûâàåò òîëüêî îäèí ïîðÿäîê
(îäíó öèôðó) — ðàññìàòðèâàþò óäåñÿòèðåííîå ÷èñëî; åñëè
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äâå öèôðû — ÷èñëî óâåëè÷èâàåòñÿ â 100 ðàç; òðè öèôðû — â
1000 ðàç è òàê äàëåå. Äàëåå îòíèìàåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíîå
çíà÷åíèå.

Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü îáîçíà÷àåòñÿ
áóêâîé z.

Ïðèìåð 2: z=4,666...
10z=46,666...
     z=4,666...  —
  9z=42,000...

  z= = =4 2/3

Ïðèìåð 3: z=1,216 216 216...
1000z=1216,216 216...
         z=1,216 216...            —
 999z=1215,000000...

      z= = =1 24/111

Ïðèìåð 4: z=1,254 54 54...
100z=125,454 54...
      z=1,254 54...             —
 99z=124,200 00...

    z= = = = =1 14/55

Ñ ïîìîùüþ äåëåíèÿ ìîæíî ïðîèçâåñòè ïðîâåðêó ðåçóëü-
òàòà. Ñêàæåì, ïîñëåäíèé ïðèìåð:

69:55=1,254
     –55

140
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     –110
   300

        –275
    250
  –220
      30

Îñòàòîê 30 ïîÿâëÿåòñÿ äâàæäû. Èòàê, â ðåçóëüòàòå ïîâòî-
ðÿþòñÿ öèôðû 5 è 4, à â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé — îñòàòêè 25
è 30.

Âîïðîñ, ïîäïàäàåò ëè ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ  ïîä ïåð-
âûé èëè âòîðîé ñëó÷àé, òîæäåñòâåí âîïðîñó, ìîæíî ëè ïðåä-

ñòàâèòü  â âèäå äðîáè ? Ýòà äðîáü, åñëè îíà ñóùåñòâó-
åò, äîëæíà îáëàäàòü ñâîéñòâîì:

                   p2 = 2q2

Ìû äîëæíû, òàêèì îáðàçîì, íàéòè êâàäðàò (q2), óäâîåíèå
êîòîðîãî (2q2) äàåò ñíîâà êâàäðàò (p2).

Âîïðîñ ýòîò òîæäåñòâåí âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíî-
áåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ öåëî÷èñëåííîé
áîêîâîé ñòîðîíîé s è öåëî÷èñëåííîé ãèïîòåíóçîé c? Äëÿ íèõ
òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå: ñ2=2s2. Ðîëü p èãðàåò ñ,
ðîëü q — s.

Ñèñòåìàòè÷íî ðàññìîòðèì âñå çíà÷åíèÿ öåëî÷èñëåííûõ
áîêîâûõ ñòîðîí è óäâîåíèå èõ êâàäðàòîâ. Ìîæåò áûòü, ñðåäè
óäâîåííûõ çíà÷åíèé ïîÿâèòñÿ ïîëíûé êâàäðàò?

s s2 2s2 s s2 2s2

1 1 2 11 121 242
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2 4 8 12 144 288
3 9 18 13 169 338
4 16 32 14 196 392
5 25 50 15 225 450
6 36 72 16 256 512
7 49 98 17 289 578
8 64 128 18 324 648
9 81 162 19 361 722

10 100 200 20 400 800
... ... ...

Íàïðàñíî ìû áóäåì èñêàòü â òðåòüåé êîëîíêå ïîëíûå
êâàäðàòû; èõ òàì íåò! Ïðàâäà, âñòðå÷àþòñÿ ÷èñëà, êîòîðûå
îòëè÷àþòñÿ îò ïîëíîãî êâàäðàòà òîëüêî íà 1 — â ìåíüøóþ
èëè áîëüøóþ ñòîðîíó. Ñîáåðåì ýòè ÷èñëà:

s s2       2s2

1 1 2 = 12+1
2 4 8 = 32–1
5 25 50 = 72+1

12 144 288 = 172–1

Åñòü åùå òàêèå ÷èñëà? Äà, ïåðâàÿ êîëîíêà ðàñòåò çàêîíî-
ìåðíî: 5 — ýòî óäâîåííîå 2 è 1. 12 — ýòî óäâîåííîå 5 è 2.
Óäâîèì ïîñëåäíåå ÷èñëî è ïðèáàâèì ïðåäïîñëåäíåå: 2 ·
12+5=29. Ïîäõîäèò?

s s2 2s2

29 841 1682= 412+1

Ñëåäóþùàÿ âîçìîæíîñòü:  2 · 29+12=70.

70 4900 9800= 992–1

Òàêîé àëãîðèòì äàåò âñå íîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ s, óäâîåí-
íûå êâàäðàòû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ îò ïîëíîãî êâàäðàòà òîëü-
êî íà 1.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îñîáûõ ÷èñåë ìû íàéäåì äðîáè, êâàäðàò
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êîòîðûõ ÷åì äàëüøå, òåì ìåíüøå, îòëè÷àåòñÿ îò 2:

Äðîáè ñàìè ïðèáëèæàþòñÿ ê √2, íî íå äîñòèãàþò åãî!

=1,4 =1,413...

=1,416... =1,41428...

Ïîä÷åðêíóòûå öèôðû âåðíû.
Íî ïî÷åìó áû 2s2 êîãäà-íèáóäü íå ñòàòü òî÷íûì ïîëíûì

êâàäðàòîì? Âåäü íàøà òàáëèöà ïðîñìîòðåíà òîëüêî â íè÷-
òîæíîé åå ÷àñòè! Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ìû îòûùåì, ðàññìîò-
ðåâ ðàçëîæåíèå ïîëíûõ êâàäðàòîâ íà ïðîñòûå ñîìíîæèòå-
ëè:

22 = 2 · 2 82 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2
32 = 3 · 3 92 = 3 · 3 · 3 · 3
42 = 2 · 2 · 2 · 2 102 = 2 · 5 · 2 · 5
52 = 5 · 5 112 = 11 · 11
62 = 2 · 3 · 2 · 3 122 = 2 · 2 · 3 · 2 · 2 · 3
72 = 7 · 7 ...

Äëÿ òàêîãî ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè õàðàêòåð-
íî, ÷òî êàæäûé ñîìíîæèòåëü âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷åòíîå
÷èñëî ðàç. È ýòî âåðíî äëÿ âñåõ ïîëíûõ êâàäðàòîâ: ïðåäñòà-
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âèì òîëüêî, ÷òî îñíîâàíèå óæå ðàçëîæåíî íà ïðîñòûå ñîìíî-
æèòåëè. Òîãäà â êâàäðàòå êàæäûé ìíîæèòåëü áóäåò âñòðå÷àòü-
ñÿ ðîâíî â 2 ðàçà ÷àùå, ÷åì â îñíîâàíèè, òî åñòü ÷åòíîå
÷èñëî ðàç.

Ïðåäñòàâèì ñåáå ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè
÷èñëà 2s2. 2 ìîæåò âõîäèòü, à ìîæåò è íå âõîäèòü â ðàçëîæå-
íèå îñíîâàíèÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå â ðàçëîæåíèè 2s2 áóäåò òîëüêî
îäíà äâîéêà. Åñëè æå èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé, òî 2 âõîäèò
â ðàçëîæåíèå s2 ÷åòíîå ÷èñëî ðàç. Âìåñòå ñ ïåðâîé äâîéêîé â
ðàçëîæåíèè 2s2 îêàçûâàåòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî äâîåê. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ êîëè÷åñòâî äâîåê  íå÷åòíî. Çíà÷èò, 2s2 íèêîãäà íå
ìîæåò áûòü ïîëíûì êâàäðàòîì.

Òî åñòü íå ñóùåñòâóåò äðîáè , êâàäðàò êîòîðîé ðàâ-
íÿëñÿ áû 2. Ïîçíàíèå ýòîãî ôàêòà áðåçæèëî ïåðåä ãðå÷åñ-
êèìè ìàòåìàòèêàìè åùå â òðåòüåì òûñÿ÷åëåòèè äî íàøåé
ýðû. Îíè íèêàê íå ìîãëè ïîâåðèòü, ÷òî áûâàþò òàêèå ÷èñ-
ëà, êîòîðûå íåïðåäñòàâèìû â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ öåëûõ.
Ìû íå ìîæåì ñåáå ïðåäñòàâèòü, íàñêîëüêî âåëèêî áûëî
ïîòðÿñåíèå, äàæå óæàñ, êîãäà áûëî òî÷íî óñòàíîâëåíî,
÷òî  íå ÿâëÿåòñÿ äðîáüþ. Ýòî áûëî íå÷òî íåìûñëèìîå.
Íà ñàìîì äåëå íà ïðèìåðå íåèçâëåêàåìûõ êîðíåé ìû ñî-
ïðèêàñàåìñÿ ñ òàêîé ÷èñëîâîé ñôåðîé, êîòîðàÿ íåäîñòóï-
íà äëÿ îòäåëüíûõ îáûêíîâåííûõ äðîáåé. Êàê áû ìíîãî çíà-
êîâ ïîñëå çàïÿòîé ìû íè îòûñêàëè, âñå ðàâíî ýòî áóäåò
òîëüêî ïðèáëèæåíèåì ê . Õîòÿ íà ýòîì ïóòè ìû ìîæåì
ïðèáëèçèòüñÿ ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ ñêîëü óãîäíî áëèçêî;
àëãîðèòì èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ — â ýòîì ñìûñëå ïóòü, ñòóïå-
íè êîòîðîãî âñå áëèæå è áëèæå ïîäâîäÿò íàñ ê öåëè . Ê
òîé æå öåëè âåäåò íàñ è äðóãîé ïóòü:

Íè íà îäíîé ñòóïåíè ñàìîé ïî ñåáå ìû íå ïîëó÷èì . Ê
öåëè ïðèâîäèò, öåëü îïðåäåëÿåò âåñü ïóòü, à íå îòäåëüíûå
øàãè.
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×èñëà òàêîãî ðîäà íàçûâàþò èððàöèîíàëüíûìè; êàæäûé
øàã íà ïóòè ê íèì — ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå (äðîáü).
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16. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ16. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ16. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ16. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ16. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
ê òåîðåìå Ïèôàãîðàê òåîðåìå Ïèôàãîðàê òåîðåìå Ïèôàãîðàê òåîðåìå Ïèôàãîðàê òåîðåìå Ïèôàãîðà

Íà ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïîñòðî-
èòü ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ôèãóðû, íåîáÿçàòåëüíî êâàäðàòû.
Íàïðèìåð, ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè (ðèñ. 16.1). Êàê
îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó èõ ïëîùàäè? ßâëÿåòñÿ ëè ñóììà òðåó-
ãîëüíèêîâ êàòåòîâ òðåóãîëüíèêîì ãèïîòåíóçû? Íàçîâåì èõ Fa,
Fb, Fc è âû÷èñëèì ïëîùàäè. Â ãëàâå î íåèçâëåêàþùèõñÿ êîðíÿõ
ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ôîðìóëîé ïëîùàäè ðàâíîñòîðîííåãî
òðåóãîëüíèêà:

;

Èòàê:

Fa=        Fb= Fc= ;

Ðèñ. 16.1
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Ñëîæèì Fa è Fb:

Fa+Fb= = Fñ .

Ñîìíîæèòåëü  ìîæíî âûíåñòè çà ñêîáêè. Â ñêîáêàõ
âîçíèêàåò ëåâàÿ ÷àñòü òåîðåìû Ïèôàãîðà, ïîýòîìó â èòîãå
âîçíèêàåò ñ2. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ïèôàãîðà áóêâàëüíî
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè.

Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà êàê íà äèàìåòðàõ ìîæíî ïîñò-
ðîèòü îêðóæíîñòè (ðèñ. 16.2). Ïëîùàäü êðóãà èùåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

F=πr2

Fa=

Fb=

Fc=

Ðèñ. 16.2
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Ìû òîò÷àñ âèäèì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ñóììà Fa è Fb äàåò
Fc:

Fa+Fb = =Fc .

Åñëè ïîëóîêðóæíîñòü, ïîñòðîåííóþ íà ãèïîòåíóçå, ðèñî-
âàòü ââåðõ (ðèñ.16.3), à íå âíèç, òî ìåæäó ïîëóêðóãàìè
âîçíèêàþò ñåðïîâèäíûå ôèãóðû (“ëóíû Ãèïïîêðàòà”). Èíòå-
ðåñíåéøàÿ çàäà÷à — ïîñ÷èòàòü ñóììó èõ ïëîùàäåé. Ðåçóëü-
òàò ïîâåðãàåò â èçóìëåíèå!

Íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ëè òåîðåìà Ïèôàãîðà íà âîîáùå âñå
ôèãóðû? Íà âñå, êîíå÷íî, íåò. Â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ ïðè-
ìåðàõ òðåóãîëüíèêè áûëè ïîäîáíû, ïîäîáíûìè áûëè è ïîëó-
îêðóæíîñòè — ôîðìà ôèãóð áûëà îäíîé è òîé æå. Îäèíàêî-
âàÿ ôîðìà, ïîäîáèå — ìîæåò áûòü, ýòî è ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû Ïèôàãîðà?

Ïîñòðîèì íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ïðîèçâîëüíûå ïîäîá-
íûå òðåóãîëüíèêè: äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óãëû èõ áûëè ðàâíû
(ðèñ. 16.4). Ñòîðîíû ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà îòíîñÿòñÿ ê

ñòîðîíàì áîëüøîãî êàê . Ñòîðîíû ñðåäíåãî îòíîñÿòñÿ ê ñòî-

Ðèñ. 16.3

Ðèñ. 16.4
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ðîíàì áîëüøåãî êàê . Êàê îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó ïëîùàäè?
Êàê êâàäðàòû ñòîðîí! Èòàê:

è

Îòñþäà:

Fa = è Fb = 

Ñëîæèì Fa è Fb:

Îáå äðîáè â ñêîáêàõ èìåþò îäèíàêîâûå çíàìåíàòåëè;
÷èñëèòåëè ìîæíî ïðîñòî ñëîæèòü. Ñóììà ïëîùàäåé ôèãóð,
ïîñòðîåííûõ íà êàòåòàõ, ðàâíà, òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäè
ôèãóðû, ïîñòðîåííîé íà ãèïîòåíóçå.

Ïîñêîëüêó ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ
ëþáûõ ïîäîáíûõ ôèãóð, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî òåîðåìà
Ïèôàãîðà âûïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî äëÿ êâàäðàòîâ, íî è äëÿ
ëþáûõ ïîäîáíûõ ôèãóð, ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ òðåó-
ãîëüíèêà.

Íî êâàäðàòû, êîíå÷íî, ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì
ñëó÷àåì. Êàê è ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, îíè ïîñòðîåíû
ïî çàêîíàì ïðÿìîãî óãëà. Â íèõ íåò íèêàêèõ íîâûõ äëèí, êðîìå
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Âî âñåõ ðàññóæäåíèÿõ ñóììà êâàäðàòîâ
êàòåòîâ èãðàåò ãëàâíåéøóþ ðîëü.

Åñòü ëè ïîäîáíûå ôèãóðû, äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâî
Fa+Fb=Fc ìîæíî îáîñíîâàòü, íå ïðèáåãàÿ ê ïîìîùè êâàäðà-
òîâ? Êîíå÷íî. Åñëè íå ïðèáåãàòü ê íîâûì ôèãóðàì, à ðàáî-
òàòü òîëüêî ñ èñõîäíûì òðåóãîëüíèêîì!

Åñëè â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïðîâåñòè âûñîòó, îíà
ðàçäåëèò åãî ñíîâà íà äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà
(ðèñ.16.5). Ìàëûå òðåóãîëüíèêè èìåþò òå æå óãëû α è β, ÷òî è
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èñõîäíûé òðåóãîëüíèê. Ïî÷åìó? Ïîñêîëüêó óãîë α ïðèíàäëå-
æèò êàê îñíîâíîìó, òàê è ëåâîìó òðåóãîëüíèêó, âòîðûå îñòðûå
óãëû ó íèõ òàêæå äîëæíû áûòü ðàâíû, ñîñòàâëÿÿ â ñóììå ñ α
90°. Èòàê, îáà ìàëûõ òðåóãîëüíèêà è áîëüøîé òðåóãîëüíèê
ïîäîáíû.

Ýòè òðåóãîëüíèêè ìû è ïðèñîåäèíèì ê îñíîâíîìó, “ïåðå-
âîðà÷èâàÿ” èõ íàðóæó âîêðóã ñòîðîí òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 16.6).
Äëÿ èõ ïëîùàäåé î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå:

Fa+Fb=F=Fc

F — ïëîùàäü èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Êîíå÷íî, íåò äðó-
ãèõ ôèãóð, ñòîëü òåñíî ñâÿçàííûõ ñ ïåðâè÷íûì òðåóãîëüíè-
êîì, êàê ýòè òðè. Äëÿ íèõ òåîðåìà Ïèôàãîðà î÷åâèäíà.

Íåëüçÿ ëè îò ýòèõ îñîáûõ òðåóãîëüíèêîâ ïåðåéòè ê äðóãèì

Ðèñ. 16.7

Ðèñ. 16.5

Ðèñ. 16.6
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ïîäîáíûì ôèãóðàì? Ñîáåðåì âñå òðè òðåóãîëüíèêà “â îäèí
óãîë” ñ âåðøèíîé À (ðèñ. 16.7). Ãèïîòåíóçû îêàæóòñÿ ñïðàâà
îò À íà ãîðèçîíòàëè. À îêàçûâàåòñÿ öåíòðîì ãîìîòåòèè. Ïîä
à íàðèñóåì ïðîèçâîëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê (Fà

′) è óâåëè÷èì
åãî ãîìîòåòèåé òàê, ÷òîáû ñòîðîíà à ïðåâðàòèëàñü áû â b è
çàòåì â ñ. Îòíîøåíèÿ ìåæäó ñòîðîíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ

ñîîòâåòñòâåííî  è . Îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé (ðàâíî ó

òðåóãîëüíèêîâ è ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ)  è .

Íî åñëè òðåóãîëüíèêè è ÷åòûðåõóãîëüíèêè óâåëè÷åíû â
îäèíàêîâîì îòíîøåíèè, òî ÷åòûðåõóãîëüíèêè îäèíàêîâî
îòíîñÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì òðåóãîëüíèêàì:

Íàçîâåì ýòî ïîñòîÿííîå îòíîøåíèå v.

Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäûé ÷åòûðåõóãîëüíèê â v ðàç áîëü-
øå ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåóãîëüíèêà:

Ïîñêîëüêó òåîðåìà Ïèôàãîðà ñïðàâåäëèâà äëÿ òðåóãîëü-
íèêîâ, îíà äîëæíà áûòü ñïðàâåäëèâà è ïðè óìíîæåíèè íà v,
òî åñòü äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.
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Åñëè áû ïîä a, b, c âìåñòî ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ìû íàðèñî-
âàëè ïÿòèóãîëüíèêè èëè ëþáûå äðóãèå ïîäîáíûå ôèãóðû, âñå
ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ îñòàëèñü áû â ñèëå. Òåîðåìà
Ïèôàãîðà íà ñàìîì äåëå ðàáîòàåò äëÿ âñåõ ïîäîáíûõ ôèãóð.

Êâàäðàòû íàì òåïåðü íå íóæíû. Ïðåèìóùåñòâà ïîäîáíûõ
ðàññóæäåíèé ïåðåä äîêàçàòåëüñòâàìè ñ ïðèìåíåíèåì
ðàñêðîÿ î÷åâèäíû. Åñëè çàíèìàòüñÿ èìè â ñòàðøèõ êëàññàõ,
ó÷åíèêè ãëóáæå âõîäÿò â ìûøëåíèå. Íî äëÿ ñåìè- è
âîñüìèêëàññíèêîâ êâàäðàòû è ðàñêðîé áîëåå ïðèãîäíû. Íà
íèõ ëåã÷å ðàçâèâàòü ìûñëèòåëüíîå ðàññìîòðåíèå, à ýòî êàê
ðàç òî, ÷òî íóæíî â ýòîì âîçðàñòå.

Ïîä êîíåö åùå ðàç îáðàòèìñÿ ê êâàäðàòàì, ïîñòðîåííûì
íà ñòîðîíàõ îñòðî- è òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêîâ (ðèñ. 7.5
Ãëàâà 7). Äëÿ íèõ òåîðåìà Ïèôàãîðà, êîíå÷íî, íå âûïîëíÿåò-
ñÿ. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå a2+b2 áîëüøå c2. Â îñòðî-
óãîëüíîì a2+b2 ìåíüøå c2. Åñòü ëè âîîáùå êàêîå-ëèáî îòíî-
øåíèå ìåæäó ïëîùàäÿìè ýòèõ êâàäðàòîâ? Äà! Ìû íàéäåì åãî,
ïðîâåäÿ âûñîòû è ïðîäëèâ èõ íà êâàäðàòû; âíà÷àëå â ñëó÷àå
îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 16.8).

Êàæäûé êâàäðàò äåëèòñÿ íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà. Äëèíû è

Ðèñ. 16.8 Ðèñ. 16.9
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øèðèíû âñåõ øåñòè òðåóãîëüíèêîâ ìîãóò îòíîñèòüñÿ äðóã ê
äðóãó ïî-ðàçíîìó. Íî: ïðÿìîóãîëüíèêè, èìåþùèå îáùåé
âåðøèíîé îäíó èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà, ðàâíîâåëèêè. (Òåî-
ðåìà Êàðíî, ÷àñòî óïîìèíàåìàÿ â ýòîé ñâÿçè Ðóäîëüôîì
Øòåéíåðîì.)

Ðàññìîòðèì äâà âåðõíèõ ïðÿìîóãîëüíèêà, ñ îáùåé âåðøè-
íîé Ñ (ðèñ. 16.9). Ïî÷åìó îíè ðàâíîâåëèêè? Ïðèìûêàþùèå ê
íèì òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû, ïîñêîëüêó îäèí óãîë ó íèõ ïðÿìîé,
à äðóãîé — îáùèé è ðàâåí γ. Çíà÷èò, è òðåòèé óãîë òîæå îäèíàêîâ.
Çíà÷èò, ìîæíî ñîñòàâèòü îòíîøåíèÿ ñòîðîí: â ëåâîì
òðåóãîëüíèêå ðàññìîòðèì îòíîøåíèå u : b, â ïðàâîì åìó
ñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèå v : a. Èòàê:

    · a · b

Óìíîæèì ðàâåíñòâî íà a · b è ïîëó÷èì:

v · b=u · a
Ëåâîå ïðîèçâåäåíèå — ïëîùàäü ëåâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà,

ïðàâîå — ïðàâîãî. Èòàê, ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêîâ äåéñòâè-
òåëüíî ðàâíû.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè è äëÿ ïàð
ïðÿìîóãîëüíèêîâ â âåðøèíàõ A è B. Îíè âûäåëåíû íà ðèñ.
16.8.

Îäèí ðàâíîâåëèêèé ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü

Ðèñ. 16.10 Ðèñ. 16.11
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â äðóãîé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî äëÿ âåðõíèõ ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ. Ëåâûé âåðõíèé ïðÿìîóãîëüíèê ñìåñòèì â âûäåëåííûé
ïàðàëëåëîãðàìì (ðèñ. 16.10). Çàòåì ïîâåðíåì åãî âîêðóã Ñ íà
90°. Ïîâîðîò ïåðåâîäèò ïàðàëëåëîãðàìì â âûäåëåííûé
ïàðàëëåëîãðàìì íà ðèñ. 16.11. Ïîñëåäíèé ìîæíî ñìåñòèòü â
ïðàâûé ïðÿìîóãîëüíèê. Òàêèå æå òðè øàãà (ñìåùåíèå, ïîâîðîò,
ñìåùåíèå) ìîæíî ïðîäåëàòü è ïî îòíîøåíèþ ê äâóì äðóãèì
ïàðàì.

Îáîçíà÷èì ïëîùàäü âåðõíåãî ïðÿìîóãîëüíèêà R, òîãäà

Ðèñ. 16.12 Ðèñ. 16.13

Ðèñ. 16.14
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îòíîøåíèå êâàäðàòîâ ñòîðîí âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì
(ñì. ðèñ.16.8):

c2=a2+b2–2R

2R — ìåðà ïðåâîñõîäñòâà âåðõíèõ êâàäðàòîâ ñòîðîí íàä
íèæíèì.

Åñëè ìû ïðîâåäåì â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå âûñîòó
ha, òî îíà ïðîéäåò ìèìî êâàäðàòà ñòîðîíû (a2) (ðèñ. 16.12).
Êâàäðàò ñòîðîíû îêàçûâàåòñÿ íå ñóììîé äâóõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ, à ðàçíîñòüþ ìåæäó áîëüøèì, îáúåìëþùèì êâàäðàò, è
ìåíüøèì, ðàñïîëîæåííûì ðÿäîì ñ êâàäðàòîì. Êàêèå ïðÿìî-
óãîëüíèêè íà ýòîò ðàç ðàâíîâåëèêè? Áîëüøèé è ïðèìûêàþ-
ùèé ê âåðøèíå B ïðÿìîóãîëüíèê â íèæíåì êâàäðàòå. Èç
ïîäîáèÿ îáîèõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùèì óãëîì
β âûòåêàåò:

, è, çíà÷èò: p · c=m · a.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû, åñëè ïðî-
âåñòè âûñîòó hb (ðèñ. 16.13).

Ðàâíîâåëèêè è äâà âåðõíèõ òðåóãîëüíèêà, ëåæàùèå ìåæäó
êâàäðàòàìè (ðèñ. 16.14): îíè ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþò äðóã
äðóãà. Äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþùèåñÿ â
âåðøèíå Ñ, ïîäîáíû, ïîñêîëüêó óãëû γ è γ′ âåðòèêàëüíû.
Çíà÷èò:

, è, çíà÷èò: v · b=u · a.

Îáîçíà÷èì ïëîùàäü âåðõíåãî ïðÿìîóãîëüíèêà R, òîãäà
îòíîøåíèå ìåæäó êâàäðàòàìè:

c2=a2+b2+2R.

Ðàâíîâåñèå ìåæäó òóïîóãîëüíûì è îñòðîóãîëüíûì ñëó÷à-
ÿìè ìû ïåðåæèâàåì, îáðàùàÿñü ê ïðÿìîóãîëüíîìó òðåóãîëü-
íèêó. Ñ íèì ñâÿçàíî è îñîáîå ïîëîæåíèå âûñîò (ðèñ.16.15).
Èç âñåõ âûñîò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà òîëüêî âûñîòà
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hc äåëèò êâàäðàò ñòîðîíû. Äâå îñòàëüíûå âûñîòû íè÷åãî íå
äåëÿò, íî è íå ïðîñòî ïðîõîäÿò ìèìî. Îíè êàñàþòñÿ êâàäðàòà
òî÷íî ïî ñòîðîíå. Âåðõíèå ïðÿìîóãîëüíèêè, òàêèì îáðàçîì,
“âæàòû” â ñòîðîíû êâàäðàòîâ; èõ ïëîùàäü ðàâíà 0 (R=0).
Îòñþäà:

c2=a2+b2.

Ìû âèäèì òàêæå, ÷òî òåîðåìà î êàòåòå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì òåîðåìû Êàðíî.

Â 10-ì êëàññå ó÷åíèêè çíàêîìÿòñÿ ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû Êàðíî, ñ òåîðåìîé êîñèíóñîâ,
êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò âñå òðè ñëó÷àÿ:

c2=a2+b2–2R     c2=a2+b2+2R c2=a2+b2

è ôîðìóëèðóåò íîâîå îòíîøåíèå ìåæäó ñòîðîíàìè è óãëàìè
òðåóãîëüíèêà.

Ðèñ. 16.15
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Ðåøåíèÿ çàäà÷Ðåøåíèÿ çàäà÷Ðåøåíèÿ çàäà÷Ðåøåíèÿ çàäà÷Ðåøåíèÿ çàäà÷

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 1Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 1Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 1Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 1Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 1

Çàäà÷à 1

AP
ñì

g1
ñì

h1
ñì

R1
ñì

g2
ñì

h2
ñì

R2
ñì

2 1,8 5,1 9,18 10,2 0,9 9,18

4 3,6 4,2 15,12 8,4 1,8 15,12

6 5,4 3,3 17,82 6,6 2,7 17,82

8 7,2 2,4 17,28 4,8 3,6 17,28

10 9,0 1,5 13,50 3,0 4,5 13,50

Êîíå÷íî, àáñîëþòíî òî÷íî èçìåðèòü äëèíû íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 2
Åñëè P ëåæèò íåäàëåêî îò À, R1 — óçêèé è âûñîêèé, R2 —

øèðîêèé è íèçêèé. Ïëîùàäü îáîèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íåâåëè-
êà. Åñëè P äâèæåòñÿ ê ñåðåäèíå äèàãîíàëè, g1 ðàñòåò, h1
óìåíüøàåòñÿ; g2 óìåíüøàåòñÿ, h2 óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïëîùàäü
òîæå óâåëè÷èâàåòñÿ. Êîãäà P ïðèáëèæàåòñÿ ê Ñ, R1 ñòàíîâèò-
ñÿ íèçêèì è øèðîêèì, R2 — óçêèì è âûñîêèì; ïëîùàäü
óìåíüøàåòñÿ.

Çàäà÷à 3
Êîãäà P îêàçûâàåòñÿ â ñåðåäèíå M äèàãîíàëè, R1 è R2 —

íàèáîëüøèå. Êàæäàÿ ðàâíà ÷åòâåðòè öåëîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
— 18 ñì2 â ïðÿìîóãîëüíèêå èç çàäà÷è 1.

Çàäà÷à 4
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Ìåæäó À è Ì åñòü òî÷êà Ð, êîãäà R1 ñòàíîâèòñÿ êâàäðàòîì.
Åå ïîëîæåíèå ìîæíî íàéòè, åñëè ïðîâåñòè áèññåêòðèñó óãëà
D. Äëÿ R2 íóæíî ïîñòðîèòü áèññåêòðèñó óãëà Â.

Çàäà÷à 5
R1 è R2 íå òîëüêî ðàâíîâåëèêè, íî è êîíãðóýíòíû.

Çàäà÷à 6
Â öåëîì 9 ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ðàâíîâåëèêè ïðÿìîóãîëüíèê

ñëåâà âíèçó + R1, ñ îäíîé ñòîðîíû, è + R2 — ñ äðóãîé. Òî æå
ñàìîå âåðíî äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ñïðàâà ââåðõó.

Çàäà÷à 7
Ïàðàëëåëîãðàììû P1 è P2 ðàâíîâåëèêè.

Çàäà÷à 8
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1-å ðåøåíèå:

g1=8 ñì  s1=4 ñì g2=5 ñì

2-å ðåøåíèå (ýêîíîìÿ ìåñòî):

Çàäà÷à 9
Ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 11. Ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè

ãîðèçîíòàëüíû; âìåñòî âåðòèêàëåé ïîÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëè ê
áîêîâîé ëèíèè ïàðàëëåëîãðàììà. Òî÷êè D ñíîâà îêàçûâàþò-
ñÿ íà ãèïåðáîëå.
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Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 2Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 2Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 2Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 2Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 2

Çàäà÷à 1
Ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Â è ðàäèóñîì 6 ñì. Ñìå-

ùåíèå ïî ãîðèçîíòàëè.

Çàäà÷à 2
Ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Â è ðàäèóñîì 6 ñì. Ñìå-

ùåíèå ïî ãîðèçîíòàëè. Çàòåì ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ñ öåíò-
ðîì Ñ è ðàäèóñîì 6 ñì. Çàòåì ñìåùåíèå â íàêëîííîì íàïðàâ-
ëåíèè.
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Çàäà÷à 3

Ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Â è ðàäèóñîì 4 ñì. Ñìå-
ùåíèå ââåðõ.

Çàäà÷à 4

Ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Â è ðàäèóñîì 6 ñì. Ñìå-
ùåíèå ïî ãîðèçîíòàëè. Çàòåì ïîñòðîèòü óãîë 45° ñ âåðøèíîé
Ñ. Ñìåùåíèå â íàêëîííîì íàïðàâëåíèè.
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Çàäà÷à 5

Ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü Ôàëåñà; ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì Â è ðàäèóñîì 3 ñì. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé
è À äàþò íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ ðàâíîâåëèêîãî ïàðàëëåëîã-
ðàììà ABCD. Ñìåùåíèå â íàêëîííîì íàïðàâëåíèè â íîâûé
ïðÿìîóãîëüíèê.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 3Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 3Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 3Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 3Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 3

Çàäà÷à 1

Â íàðèñîâàííîì ïðèìåðå åñòü 5 ðàâíîáåäðåííûõ òðåó-
ãîëüíèêîâ. Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìû-
ìè ñ òî÷íîñòüþ ðàâíî ñ, òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ òîëüêî 3;



174

åñëè h áîëüøå, ÷åì ñ, — òîëüêî 1. Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü:
Åñëè: h<c 5 ðåøåíèé

h=c 3 ðåøåíèÿ
h>c 1 ðåøåíèå

Çàäà÷à 2

Åñëè: h< 4 ðåøåíèÿ

h= 3 ðåøåíèÿ

h> 2 ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3

Äâà ñìåùåíèÿ:
1. Ñ â Â′ ñ îñüþ ñìåùåíèÿ g′.
2. C′ â C′′  ñ îñüþ ñìåùåíèÿ AB′.
Çàäà÷à 4
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Äâà ñìåùåíèÿ:
1. Ñ â Â′ ñ îñüþ ñìåùåíèÿ g′.
2. C′ â C′′  ñ îñüþ ñìåùåíèÿ AB′.

Çàäà÷à 5

Äâà ñìåùåíèÿ:
1. Â â Ñ′ ñ îñüþ ñìåùåíèÿ g.
2. C′ â C′′  ñ îñüþ ñìåùåíèÿ AB′.
Çàäà÷à 6
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Ïðèìåð 1: Âûñîòà ha òî÷íî 12 ñì.

a=14 ñì ha=12 ñì F= =84 ñì2

b=15 ñì hb=11,2 ñì F= =84 ñì2

c=13 ñì hñ =12,9 ñì F= =83,85 ñì2

Âûñîòó hñ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ïëîùàäè è îñíîâàíèþ ñ:

F=

2F=c · hñ

=hñ

Èòàê, âûñîòà hñ ìîæåò áûòü âûðàæåíà îáûêíîâåííîé

äðîáüþ: hñ= .

Â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ çíàêîâ ïîñ-
ëå çàïÿòîé: hñ=12,92 ñì.

Ïðèìåð 2: Âûñîòà ha òî÷íî 4 ñì.

a=8,5 ñì ha=4,9 ñì F= =20,825 ñì2

b=5 ñì hb=8,4 ñì F= =21 ñì2

c=10,5 ñì hñ =4 ñì F= =21 ñì2

Ïî ôîðìóëå ïëîùàäè: ha= =4,94 ñì (ñ òî÷íîñòüþ

äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé).
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Çàäà÷à 7
Åñëè c ãèïîòåíóçà, òî Ñ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò; âåäü

êàòåò — ýòî îäíîâðåìåííî âûñîòà ê äðóãîìó êàòåòó: ha=b è

hb=a. Òî åñòü äâå ôîðìóëû, F=  è F= , ïðåâðàùàþò-
ñÿ â îäíó:

F=  .

Ïðèìåðû:

  a   b   c       F=      hñ=

8 ñì 6 ñì 10 ñì =24 ñì2 =4,8 ñì

5 ñì 12 ñì 13 ñì =30 ñì2 =4,62 ñì

8 ñì 15 ñì 17 ñì =60 ñì2 =7,06 ñì

Çàäà÷à 8

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 4Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 4Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 4Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 4Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 4
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Çàäà÷à 1
Ðåøåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 4.13 â òåêñòå.

Çàäà÷à 2

Çàäà÷à 3

Çàäà÷à 4
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Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 5Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 5Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 5Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 5Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 5

Çàäà÷à 1

Çàäà÷à 2
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Ðåøåíèå â ïðèíöèïå òî æå, ÷òî è äëÿ âïèñàííîãî êâàäðàòà
(ðèñ. 5.15—5.20). Äëÿ ïîëíîãî êðóãà ðåøåíèé áåñêîíå÷íî
ìíîãî, äëÿ ïîëóêðóãà — äâà, äëÿ ñåêòîðà — øåñòü.

Çàäà÷à 3

Çàäà÷à 4

Çàäà÷à 5
Îïèøåì ïîñòðîåíèå ïî øàãàì:
1-é øàã: Ïîñòðîé áèññåêòðèñó w.
2-é øàã: Âûáåðè íà w ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Ì (öåíòð îê-
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ðóæíîñòè) è âîññòàíîâè èç íåå ïåðïåíäèêóëÿðû ê áîêîâûì
ñòîðîíàì (ïîÿâÿòñÿ r — ðàäèóñ îêðóæíîñòè è Â — òî÷êà êà-
ñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ áîêîâîé ñòîðîíîé; íà ðèñóíêå îíè ïîêà-
çàíû òîëüêî äëÿ îäíîé ñòîðîíû).

3-é øàã: Ñîåäèíè Ð ñ öåíòðîì Z è íàéäè òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ïðÿìîé ñ îêðóæíîñòüþ (Ð1).

4-é øàã: Ñîåäèíè Ð1 ñ Ì è ñìåñòè ðàäèóñ r1 ïàðàëëåëüíî
â Ð. Ì1 — öåíòð áîëüøåãî êðóãà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç Ð.

5-é øàã: Âîññòàíîâè èç Ì1 ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå (îï-
ðåäåëèòñÿ ðàäèóñ è òî÷êà êàñàíèÿ).

Ïîñòðîåíèå ìàëîãî êðóãà ÷åðåç Ð: øàãè òå æå, òîëüêî òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ Ð2 äðóãàÿ.

Îáå îêðóæíîñòè áåç âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíèé.
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Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 10Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 10Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 10Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 10Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëàâû 10

Çàäà÷à 1
Çàäà÷à 2

176 42 5625 75 15129 123

2209 47 6241 79 17424 132

2704 52 6889 83 70225 265

3136 56 7396 86 76176 276

4096 64 9025 95 94249 307

4489 67 9409 97 97969 313


